FungGes BEM Maiores do que Torres!!
Edmilson Motta SO 2019

Fung¢do de Ackermann
Em 1928, o matematico alem&o Wilhelm Ackermann definiu uma fungdo @ (x,y,n), de N em N,
gue captura a ideia de criar uma nova operacdo pela iteracao de operagdes ja definidas. Encare
a terceira entrada n como um indicador do nivel da operacdo binaria aplicada as primeiras duas
entradas.
A fungdo de Ackermann é definida pela recursdo

p(x,y,0)=x+y

Osen=0
p(x,0,n+1)={1sen=1
xsen = 2

e,y +1Ln+1) =l el yn+1),n)
A maioria dos textos apresenta uma variante binaria devido a Peter, ¢, (x,y) = @(x,y,n).

Problema 1. Apresente as seguintes fungdes ¢, (x,y), P2 (x, ), 3(x, ), p4(x,y).

Fungbes Recursivas Primitivas
N6s podemos observar que, na definigdo acima, cada nivel ¢,, é obtido iterando o nivel anterior.
Essencialmente, estamos utilizando duas operagdes bdsicas sobre fungcdes de N em N.
Composicéo
Dadas fungdes h(xy,..,Xm) € g1(X1, ) Xp), o Gm (X1, ..., X)) NOs podemos compor tais
fungdes para definir uma nova funcao:
[, e xm) = h(g1 (1, s X0, ooy G (X1, oo, X))
Recurséo
Dadas fungdes g(xq, ..., ) € h(x4, ..., Xp, ¥, Z) nOs podemos definir f por recursdo de g e h:
flxq, e, x0,0) = g(xq, o X)
O, s X,y +1) = h(xq, oo, X Y, f (X4, o, X, V)

As fungdes que podem ser definidas utilizando essas operagdes pertencem a uma familia de
fungdes muito importante, as fungbes recursivas primitivas. Para definirmos tal familia,
precisamos introduzir as seguintes fungées bdsicas.

Fung¢éo Zero: Zero(x) = 0

Fungéo Sucessor:S(x) = x + 1

Fungdes Projecdo: PL(xy, ..., X,) = X;

Problema 2. Mostre que cada nivel ¢, (x,y) da fungdo de Ackermann é uma fungdo recursiva
primitiva.

Problema 3. Mostre que as fungdes a seguir sdo recursivas primitivas.
a) A fungdo predecessor p(x):
p(x)z{x—lsexqto
0 sex =20
b)x -y
. xX—ysex=>y
X=y= {O sex <y
c) |x —y| d) A fungdo constante f(x) = k, k € N.



e)x=y
_(lsex=y
d(x,y) _{OSexiy
f) A fungdo paridade E (x):
(0 se x é par
E(x) = {1 se x é impar

g) H(x) = |x/2] h) max(x, y) ; min(x, y)
Problema 4. Se f(t, x4, ..., X,,) € recursiva primitiva, entdo

y
g(y; X1, ---'xn) = Zf(tlxli ...,Xn)
t=0

y
R, ) = | | £ x)
t=0

sdo recursivas primitivas.

Problema 5. Sejam P e Q fungdes recursivas primitivas cuja imagem é {0,1}. Sejam ainda g e
h fungbes recursivas primitivas. Prove que sdo recursivas primitivas.
a)~P,PAQePVQ.
b) (Defini¢do por casos)
se P

f= {hgse ~P
) (V) <y P(t, X1, e, Xp) € (FL) <y P(E, X1, o0, Xpy)
d) y|x e) Primo(x) = "x é primo”
f) a(x), soma dos divisores de x.
g) rem(x, y) = "resto da divisdo eucliana de x por y”
h) SQSM(x) = "x é a soma de dois quadrados”

O sucesso mostrado no problema anterior pode dar a entender que qualquer fungdao
“computdvel” — esse conceito pode ser definido adequadamente — seja recursiva primitiva.
Veremos no préximo teorema que isso é falso.
Teorema 1. Considere a fungdo de Peter — Ackermann:

A0, ) =y+ 1, A(x+1,0) =A(x, 1) eAlx+1,y+1) = A(x,A(x + 1,y))
A funcdo A de Peter — Ackermann ndo é recursiva primitiva.
Uma interpretacdo usual desse resultado é que para escrever um programa que calcule os
valores da fungdo precisamos de um comando equivalente a um “while”.

Veremos agora outros contextos (mais naturais?) em que aparecem fungdes que ndo fungoes
recursivas primitivas, pois crescem rapido demais.

Problema 6. Construa uma fun¢do com imagem {0,1} que n3o é recursiva primitiva.

Um pouco de histdria

A fungdo de Sudan E, (x, y) foi o primeiro exemplo de uma fungdo definida recursivamente, mas

gue ndo é recursiva primitiva. Ela foi apresentada em 1927 por Gabriel Sudan, um matematico

romeno que foi orientado por Hilbert. Define-se Fy(x,y) = x + y, F,,41(x,0) =x,n >0, e
Fopi(oy+1) = B(Frs1 (0, 9), Fpp () +y + 1),n = 0,



Teorema de Van der Waerden
Teorema 2. Dados inteiros 7, k = 1, para qualquer coloragdo de N com r cores existe uma PA
monocromatica com k elementos.
Esquema de demonstragdo
Demonstraremos que existe um numero W (k, r) tal que dados inteiros r, k = 1, para qualquer
coloragdo de {1,2, ..., W} com r cores existe uma PA monocromatica com k elementos. Observe
que esse resultado que iremos demonstrar é, em certa medida, mais forte do que a versao
original do teorema. De fato, construiremos uma fungdo U(k,r) = W (k,r). Sabe-se,
atualmente, que U(k, 1) > W (k,1).
E imediato que podemos tomar U(2,7) = W(2,7) =r + 1. Seja, entdo, b; = U(k — 1,7) +
Uk —1,7)—-1)/(k—=2)] e bjyy=Uk—1r%)+|U(k—-1,7%)-1)/(k—-2)|
Definimos U(k,r) = b, --- byb;. Verifica-se que U(k, 1) = W (k,1).

Um resultado mais forte € um dos teoremas mais celebrados do Século XX: o teorema de
Szemerédi.
Teorema 3. SejaA c N. Se

) |[An{12,..,n}
limsup—— >0,
n—-oo n

entdo para qualquer k = 1, A contém uma progressao aritmética de tamanho k.
Problema 7. U(k,r) ndo é recursiva primitiva.

Em 1986, Shelah demonstrou que W (k, ) é limitado por uma fungdo recursiva primitiva. Novas
ideias e técnicas tém sido utilizadas para diminuir os limitantes superiores dessa fungao.

Fechamos a nossa apresentacdo com dois teoremas interessantes sobre limitantes inferiores
para a fungdo V.

Teorema 4. (Berlekamp) Se p é primo, W (p + 1,2) > p2P.
Teorema 5. (Folkman) W (4,2) > 34. (De fato, sabe-se que W (4,2) = 35.)

Vimos nesse texto que certas fungdes crescem tao rapido que ndo podem ser calculadas sem a
existéncia de um comando do tipo “while”. Na verdade, existem fun¢bes que crescem tdo
rapidamente que os Axiomas de Peano ndo sdo suficientes para que possamos demonstrar fatos
sobre elas. Vejamos um resultado muito importante com tal caracteristica.

Teorema 6. Seja h : N = N uma fungdo crescente. Um conjunto X € N é h-grande se |X| =
h

h(min X). Para r,k,n,m € N, nds escrevemos m3 (n)’r‘ se para todas as r-coloracdes dos
subconjuntos com k elementos de [m] = {1,2,...,m} existe um subconjunto h-grande

monocromatico de [m] de tamanho pelo menos n.
h

Sendo, entdo h : N — N uma funcdo crescente e 1, k,n € N, existe m € N com m 3 (n)k.

Teorema 7. (Paris — Harrington) A Aritmética de Peano ndo permite provar o Teorema 6.



Um pouco de histdria

Poucos valores exatos sdo conhecidos para a funcdo W: W (3,2) = 9; W(4,2) = 35,W(5,2) =
178, W(6,2) = 1132,W(3,3) = 27,W(4,3) = 293,W(3,4) = 76. O nimero de limitantes
superiores e inferiores ja descobertos é bem mais significativo.

Como vimos acima, os limitantes superiores obtidos nas demonstragdes costumam ser muito
grandes. Até 1987, ndo se sabia se W era limitada por uma fungao recursiva primitiva. R. L.

2
Graham por muitos anos ofereceu US$1000 por uma prova do limitante W (k,2) < 22" , uma
torre de k 2’s. Em 1987, S. Shellah deu uma prova de que W (k, 2) é menor do que a fungdo

-2
funcdo torre iterada,s(n) = 2% }nvezes, com efeito, W(k,2) < s¥*2(1). Tal fungdo é

recursiva primitiva, mas esse é um limitante bem maior do que o sugerido por Graham. Mesmo
assim, Shellah fez jus a um prémio de US$500.

Em 1999 no Congresso “The Mathematics of Paul Erdés”, Graham pagou o prémio integral de
2k+9

USS$1000 para W. Timothy Gowers, que provou que W (k, 2) < 22 . R. L. Graham ofereceu,

entdo, um novo prémio de mil délares agora para o limitante W (k, 2) < 2k*,

Brown demonstrou que se fazemos uma parti¢do aleatdria do intervalo [1, (log k)?2*] em dois
subconjuntos, entdo a probabilidade de um desses subconjuntos conter uma progressao
aritmética de tamanho k vai para 1 quando k — co.
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