Prof. Cicero Thiago

Assuntos:
- Areas de figuras planas

Definicdao 1. [A;A,...A,] representard a drea do poligono A;A,... A,,.

Axioma 1. A drea de um quadrado de lado a mede a?.

Teorema 1. A drea de um retdngulodeladosaeb éa-b.

Demonstracdo 1. Divida o quadrado de lado a + b em dois quadrados de lados a e b cujas éreas sdo, re-
spectivamente, a® e b2, e dois retangulos congruentes cuja drea chamaremos de S. Dessa forma,

(a+by=28S+a’*+b*<=a*+b*+2ab=2S+a’*+b*<=S=ab.

a-b
Teorema 2. A drea de um tridngulo retangulo de catetosa e b é 5

Demonstracao 2. Trace uma das diagonais do retangulo. Temos que o mesmo serd dividido em dois triangu-

los retangulos congruentes e, consequentemente, de mesma drea. Oslados a e b do retdngulo representardo

. . ) . . ,a-b
os catetos dos tridngulos retangulos. Portanto, a rea de um tridngulo retangulo de catetosa e b é —
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Teorema 3. A 4rea de um paralelogramo ABCD é a - h, em que a é a medida do lado AB e h é a distancia
entre as retas AB e CD.

Demonstracdo 3. Sejam E o ponto sobre o lado AB tal que DE 1 AB e F o ponto no prolongamento
do lado AB tal que CF 1 AB. Temos que AADE = ABCF, pelo caso cateto - hipotenusa. Com isso,
[ADE]=[BCF]. Dessa forma a drea do paralelogramo é igual a drea do retangulo E FCD, ou seja, a - h.

D c
h
A a B
D a c
h
A |_ E B |_ F
Teorema 4. A drea de um tridngulo ABC pode ser calculada por [ABC] = M, em que AD é a altura

relativa ao lado BC.
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Demonstracdo 4. A altura AD divide o tridngulo ABC em dois tridngulos retangulos. Dessa forma temos
que
BD-AD CD-AD

[ABC]=[ABD]+|ACD] & ——+——
(BD+CD)-AD  BC-AD
[ABC]= PN .
2 2
A

Teorema5. (Areade um triangulo em funcio do raio da circunferéncia inscrita) Sejam a, b e ¢ as medidas
dos lados BC, CA e AB do tridngulo ABC, respectivamente, e seja r a medida do raio da circunferéncia
inscrita. Entdo, a 4rea do tridngulo ABC pode ser calculada por

[ABC]=p-T,

a+b+c

emquep=————
2

Demonstracao 5.

[ABC]=[BIC]+[CIA]+[AIB] &

a-r b-r c-r
[ABC]=T+—+—<:>

2 2
[ABC]:(“Zﬂ)-r
[ABC]=p-r.
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Teorema 6. (Férmula trigonométrica da area de um tridngulo) Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC,
CAe AB do triangulo AABC, respectivamente. A drea do tridngulo ABC pode ser calculada por

b-c-senZA_a-c-senAB_a-b-senAC
2 a 2 - 2 '

Demonstracdo 6. Vamos demonstrar uma das igualdades. As outras sdo anélogas.

[ABC]=

B

Seja ZA=a. Temos que
AC-BD a-H

[ABC]= 2

H
Por outro lado, no tridngulo ABD, temos sena = — < H = ¢ - sena, entao
c

a-c- sena
[ABC]= —2—

Teorema 7. (Area de um tridngulo em funcio do raio da circunferéncia circunscrita.) Sejam a, b e ¢
as medidas dos lados BC, CA e AB do tridangulo ABC, respectivamente, e seja R o raio da circunferéncia
circunscrita. Entdo, a drea do tridngulo ABC pode ser calculada por

abc

[ABC]=——.
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Demonstracdo 7. Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC, CA e AB do triangulo ABC, respectivamente.
Temos que

a-c-senf

—

Por outro lado, seja AD um diametro entdo, no AC D, temos que

[ABC]=

b
senf) = —.

p 2R

Portanto,
abc
[ABC]=———.
4R
A
0]
B
B B c

Teorema 8. (Area de um triangulo em funcao do raio de uma circunferéncia ex - inscrita) Sejam a, b e
¢ as medidas dos lados BC, CA e AB do triangulo ABC, respectivamente, e sejam r,, 1, € 1, 0s raios das
circunferéncias ex - inscritas relativas aos lados a, b e c, respectivamente. Entéo, a drea do tridangulo ABC
pode ser calculada por
[ABCl=r,(p—a)=r,(p—b)=r.(p—c),
a+b+c
emque p=——.
2

Demonstracao 8. Pela propriedade dos segmentos tangentes, temosque DB=BE=xeDC=CF =a—x.
Entao,

[ABC]=[ALE]+[AL,F]1-2[BCIL,] <

[ABC]= (c+x)-r1, +(b+a—x)-ra_2' a-r,
2 2 2

[ABC]:rz—a-(a+b+c—2a):r2—a-(2p—2a):ra(p—a).

Analogamente,
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[ABC]=r,(p—b)=r.(p—c),

Teorema9. (Heron) Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC, CA e AB do triangulo ABC, respectivamente.
Entdo, a area do triangulo AB C pode ser calculada por

[ABCl=+/p-(p—a)-(p—b)-(p—c),

a+b+c
emquepzf.

Demonstracdo 9. Aplicando o teorema de Pitdgoras nos triangulos ABD e ACD, temos:

1. c2=m?+ h?.

2. b>=(a—m)*+ h?.

De (2), temos:
b>’=(a—mP+h* s

b*=a*—-2am+m*+h* <
b*=a*-2am+c* <
a’+ c?—b?
m=—————.
2a

Substituindo em (1), temos:

a?+c2—p2)\*
022(2— +h’ e
a
a?+c2—p2\’
W=c-|—— | &
( 2a

2 _'_az+cz—b2 a’+ c*—b? -
= C —_— . 6—7
2a 2a

e 2ac+a*+c?—b?\ (2ac—a*—c*+b? -
B 2a 2a

4a’*h*=[(a+c)—=b?-[(b*—(a—c)] =
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4a’*h*=(a+c+b)-(a+c—b)-(b+a—c)-(b+c—a)=
4a*h*=(a+b+c)-(b+c—a)(a+c—b)-(a+b—c)=

4a’h*=2p-(2p—2a)-(2p—2b)-2p—2c) =
a2 h?

2 =p-(p—a)-(p—b)-(p—c)&=
[ABCP=p-(p—a)-(p—Db)-(p—c)&

[ABCl=+/p-(p—a)-(p—b)-(p—c).

A
Cc h b
B m D a—m C

. o , AB AC BC _ [ABC]
Teorema10. Sejam ABC e D E F dois triangulos semelhantes tais que — = — = —— =k, entdo =
DE DF EF [DEF]
k2.
~ AB AC BC AG _
Demonstracao 10. Se AABC~ADEF com — = — = — = —— =k, entdo
DE DF EF DH
BC-AG
[ABC] 2 _BC AG—k k= k2
[DEF] EF-DH =~ EF DH o
2
A
D
B G c E H F

Teorema 11. Sejam r e s retas paralelas. Sejam A e B pontos distintos sobre areta s e C; e C, pontos distin-
tos sobre areta r. Entdo, [ABC,]=[ABG,].
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AB-H

Demonstrac¢do 11. O resultado é imediato pois [ABC;|=[ABG,] = 5

Teorema 12. Seja ABC um triangulo e D, E e F pontos sobre os lados BC, CA e AB tais que AD, BE e
CF sao concorrentes no ponto P. Defina K = [ABC], K, = [PBC], Kz = [PCA] e Kc = [PAB]. Como
K = KA +KB +Kc, entao

(a)
BD K¢ CE KA AF K

DC K, EA K. FB K,
(b)

AP Kg+Kc BP K +Kc¢ . CP K,+Kg
PD K, 'PE K PF K¢
Demonstracao 12. (a) Temos que
BD [ABD] [BPD] [ABD]-[BPD] [APB] K¢
CD [ACD] [CPD] [ACD]-[CPD] [ACP] Kj’

- . t CE_Ki AF _Ky
a mesma maneira demonstra - se que — =
M EA" k.S FB K,

(b) Temos que

AADS~APDR =
AD _H, [ABC]_Ki+Kg+Kc
PD H, [BPC] K,

AP _ Ky+Kc

PD K,

5 . t BP _Ki+Ke CP_Ki+Kp
a mesma maneira demonstra - seque — = —¢e¢ — _—
MePET"K, °PF K.
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Teorema 13. (van Aubel) Seja ABC um triangulo e sejam D, E e F pontos sobre os lados BC, CA e AB,
respectivamente, tais que AD, BE e CF sdo concorrentes. Entao

AP AE N AF
PD EC FB’
Demonstracao 13. Do teorema 8 temos que
AP _KB+KC_KB+KC_AF+AE
PD K, K, K, FB EC’

Teorema 14. (Area de quadrildtero convexo qualquer.) Seja ABC D um quadrildtero convexo qualquer tal
AC-BD - senf

que 8 é o menor angulo entre as diagonais. Entdo, [ABC D] = >

Demonstracao 14. Temos que
[ABCD]=[APD]+[BPC]+[CPD]+[DPA]=>

PA-PD-senf PA-PB-senf PB-PC-sen0 PC-PD-senQ:>

ABCD]= + + +
: ] 2 2 2 2
(PA-PD+PA-PB+PB-PC+PC-PD)send
[ABCD]= 5 =
(PA+PC)PB+PD)senf AC-BD- senf
[ABCD]= > =[ABCD]= —— ——.

Teorema 15. (Brahmagupta) Seja ABC D um quadrildtero inscritivel entao sua 4rea é dada por

V(p—alp—b)p—clp—d),

at+b+c+d

em que a, b, ¢, d sdo as medidas dos lados AB, BC, CD, DA, respectivamente, e p = 5

Demonstracao 15. Aplicando alei dos cossenos no tridngulo ABD e BC D temos que

BD?=a%+d?—2adcos/A

BD?=b%+c¢?>—2bccos/C.
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Como o quadrilatero ABC D é inscritivel temos que ZC = 180° —ZA e, com isso, cos ZC = cos(180° — LA) =
—cos/ZAe BD?=b%+c?+2bccos/A. Dessa forma,

a’?—b%—c?+d?

a’+d*—2adcos/A=Db*+c?>+2bccos/A< cos /A=
2(ad+bc)

Por outro lado,

2
a’?—b%—c?+d?

2(ad+bc)

2(ad + be)P —(a®— b?— c?+d*F
[2(ad + bc)]?

sen’/A=1—cos’ZA= 1—[

2(ad+bc)+(a?—b?>—c?+d?)][2(ad + bc)—(a’—b?>—c?+d?))
[2(ad+ be)P '

= (1)
O primeiro fator do numerador de (1) é
2(ad+bc)+(a*—b*—c?*+d*)=(a*+2ad+d*)—(b*—=2bc+c?)=(a+d)*—(b—c)* =(a+d+b—c)a+d—b+c).

Como2p=a+b+c+dtemosquea+d+b—c=(a+b+c+d)—2c=2p—2c=2(p—c)ea+d—b+c=
(a+b+c+d)—2b=2p—2b=2(p—Db), entdo

(a+d+b—c)a+d—b+c)=4p—Db)p—c).
De maneira anéloga o segundo fator do numerador é igual a 4(p —a)(p —d) e, com isso,

2, 16(p—a)p—b)p—c)p—d) Ap—a)p—Db)p—c)p—d)
sen‘/A= [2(ad + be)? - (@ad+be) '

Como 0° < ZA < 180°, temos que sen/A é positivo, entao

24/(p—a)p—b)p—c)p—d)
ad+bc

sen/A= .
O quadrilatero ABC D é composto pelos dois triangulos ABD e BCD. A area do tridngulo ABD é
1 1
[BAD]= 3 -AB-AD - sen/BAD = Ead senZA.

E a drea do triangulo BCD ¢é

1 1
[BCD]:E-BC-DC- senZBCDZEbc sen/ZC.

10
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1
Mas senZC = sen(180°—ZA)= sen/A entdo [BCD]= 3 bc sen/A.

Portanto,

1

5

BD-AC
S

1 1
[ABCD]=[ABD]+[BCD]= Ead senZA+§bc sen/A=—(ad+bc)senfA= \/(p—a)(p—b)(p—c)(p—d).

Teorema 16. A drea de um losango ABCD é[ABCD]=

Demonstracao 16. Temos que AABD = ACBD pelo caso LLL e, com isso, possuem a mesma area. Assim,

BD-AO BD-CO
+ =1

[ABCD]=[ABD]+[CBD]<[ABCD]=

2 2
BD-(AO+CO) BD-AC
[ABCD]=————— <[ABCD]=———.
A
|_ o
D B
c
) - ) (AB+CD)-H .
Teorema 17. A drea de um trapézio ABCD de bases ABe CD é [ABCD]= — emque H éa
distancia entre as bases.
Demonstracao 17. Trace a diagonal BD. Temos que
CD-H AB-H (AB+CD)-H
[ABCD]=[BCD]+[ABD]= + & [ABCD)|= 22—,

2

11
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Exemplo 1. Seja ABC D E um pentédgono tal que os tridngulos ABC, BCD, CDE, DEA e EAB possuem

todos a mesma drea. As retas AC e AD intersectam BE nos pontos M e N, respectivamente. Prove que
BM =EN.

Solugdo. Se [BCD]=[CD E] entdo, como os tridngulos possuem a mesma base C D, suas alturas relativas a
essa base sao iguais.

Bm
E

C D

Em outras palavras temos que BE || CD. Damesma forma temos que CA|| DE e BC || AD implicando que
os tridangulos CM B e D E N sdo semelhantes pelo caso AA. Mas como as alturas relativas as bases BM e N E
dos tridngulos CM B e D E N sdo iguais entdo os tridngulos sdo congruentes e, com isso, BM = EN.

Exemplo?2. Nafiguraabaixo, AD é uma altura com comprimento 1 e os dngulos ZB e ZC sdo agudos. Usando
a figura prove que

sen(a+ )= senacosf + senf cosa.

12
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Solugdo. Temos que BD = tga e CD = tgf} e, comisso, BC = BD + CD = tga + tgf3. Além disso, cosa =

AD 1
—=—&AB= . De maneira analoga temos que AC = ——. Temos também que
AB AB cosa cosf3

1
[ABC]:E-AD-BC= -(tga+ tgh).

N | =

Por outro lado,
1

1
[ABC]_— -AB-AC- sen/ABC = — - :
2 cosa cospf

- sen(a + f).

Portanto,
1 1
—-(tga+ tgB)= -—-—-sena+ =
(g 8p)= 2 cosa cospf p)

sena senf

sen(a+ f)=cosacosB(tga+ tgh)=cosacosf ( ) = senacos f3 + senf} cosa.

cosa cospf
Exercicios propostos

1. (*) S éum ponto no interior do AABC tal que as areas dos tridngulos ABS, BCS, C AS sao todas iguais.
Prove que S é o baricentro de ABC.

2. (*) Oslados de um tridngulo sdo expressos, em ¢ m, por trés inteiros consecutivos e sua drea, em ¢ m2,
é dada por um inteiro. Prove que o menor lado do tridngulo é impar.

3. (***) Num tridngulo ABC tem - se AB= BC, e D é um ponto sobre a base AC tal que o raio do circulo
inscrito no tridngulo ABD é igual ao raio do circulo tangente ao segmento D C e aos prolongamentos

1
das retas BD e BC. Prove que o raio deste circulo é igual a 1 da medida i de uma das alturas iguais
do tridangulo ABC.

4. (*) No triangulo ABC, os pontos L, M e N estdo sobre BC, CA e AB respectivamente, e AL, BM e
CN sao concorrentes no ponto P.

(a) Encontre o valor numérico de
PL PM PN

AL BM CN
(b) Encontre o valor numeérico de
AP BP CP
AL BM CN
5. (**)Se AD, BE e CF sdo trés cevianas concorrentes no circuncentro O do tridangulo ABC, demonstre

que
1

2

+1+1
AD BE CF R’

13
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6. (**) Num triangulo ABC, A,, B, e C, estdo sobre os lados BC, CA e AB, respectivamente. Dado que
BO cO

+ + = 92. Encontre o valor de
OA, OB, 0@

AA,, BB, e C(C; sdo concorrentes no ponto O, e que
A0 BO CO

7. *)Emum AABC, AD, BE e CF sdo concorrentes no ponto P talque AP=PD =6, EP=3,PB=9
e CF =20. Qual é a area do AABC?

8. (*) (ITA) Sejam ABC D um quadrado e E um ponto sobre AB. Considere as dreas do quadrado ABCD,
do trapézio BEDC e do tridngulo AD E. Sabendo que estas areas definem, na ordem em que estdo
apresentadas, uma proressdo aritmética cuja soma é 200 cm?, a medida do segmento AE, em cm, é
igual a

10 20 25
(a) 3 (b) 5. (c) 3 (d) 3 (e) 10.

9. () Seja ABC D E um pentagono convexo (ndo necessariamente regular) tal que os triangulos ABC, BCD,
CDE, DEAe EAB tem érea 1. Qual a 4rea do pentdgono?

10. (***) Quadrados S, e S, sdo inscritos em um triangulo retangulo AB C, como mostrado na figura abaixo.
Determine AC + C B se area(S,) =441 e area(S,) = 440.

Si

11. (*) (ITA) Considere um losango ABC D cujo perimetro mede 100 cm e cuja maior diagonal mede 40
cm. Calcule a drea, em cm?, do circulo inscrito neste losango.

12. (*) ATA) Num triangulo ABC, D é o ponto médio do segmento AC e E é um ponto do segmento AB.
Sabendo - se que AB =3AE, determine a razao entre a area do quadrilatero BCDE e a do tridngulo
ADE.

13. (*) ITA) Considere o tridngulo de vértices A, B e C, sendo D um ponto do lado AB e E um ponto do
lado AC. Se m(AB) =8 cm, m(AC) =10 cm, m(AD) =4 cm e m(AE) = 6 cm, a razdo das areas dos
triangulos ADE e ABC é

1 3 3 3 3

14. (*) ATA) Num tridngulo de lados @a =3 m e b =4 m, diminuindo - se de 60° o angulo que esses lados
formam, obtém - se uma diminuicdo de 3 m? em sua 4rea. Portanto, a 4rea do tridngulo inicial é de:
(@4m? (b)5m? (¢)6m? (d)9Im? (e) 12 m?

14
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15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

7
(*) ITA) Num triangulo is6sceles, o perimetro mede 64 m e os angulos adjacentes sdo iguais ao arccos T

Entdo a 4rea do tridngulo é de:
(@) 168 m? (b) 192 m? (c) 84 m? (d) 96 m? (e) 157 m?

52
(*) ATA) Um tridngulo acutangulo de vértices A, B e C estd inscrito numa circunferéncia de raio 3

Sabe - se que AB mede 2v/5 e BC mede 2+/2. Determine a area do triangulo ABC.

(**) Determine a drea de um hexdgono convexo que estd inscrito em um circulo e tem trés lados con-
secutivos iguais a 3 cm e os outros trés com comprimentos iguais a 2 cm.

(**) As retas r, s e t sdo paralelas. A reta s estd situada entre r e ¢ de tal modo que a distancia de s
ar é3meadistanciade s a t € 1 m. Calcule a drea de um tridngulo equildtero onde os vértices se
encontram sobre cada uma das trés retas.

(**) O circulo inscrito do triangulo AB C é tangente ao lado AB em P e possui raio com medida 21. Se
AP mede 23 e P B mede 27, determine a medida do perimetro do tridngulo.

(**) Seja H o ortocentro de um triangulo tal que AH =p, BH=qge CH =r. Proveque aqr+brp +
cpqg=abc.

LA /B /LC
(**) Prove que r =4R sen— sen7 senT, em que r € o raio da circunferéncia inscrita no tridngulo

ABC, R é o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC e A, B e C os angulos internos do
tridngulo.

r . . o e . N
(**) Prove que cos ZA+cos/ZB+cos/ZC =1+ R’ em que 7 é o raio da circunferéncia inscrita no trian-

gulo ABC, R é oraio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. (Teorema de Carnot)

(***) Em um tridngulo ABC, ZA— /B =120° e R =8r, em que r é o raio da circunferéncia inscrita no
tridangulo ABC, R é o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. Determine cos ZC.

(****) Um trapézio retdngulo com d4rea 10 e altura 4 é dividido em dois trapézios menores circun-
scritiveis através de uma linha paralela as bases. Determine as medidas dos raios das circunferéncias
inscritas dos trapézios menores.

(**) Os comprimentos das alturas do AABC sao solucdes da equacao cibica

X+kx’+Ilx+m=0.

Determine o raio do circulo inscrito no AABC.

k l l m m
(a) = (b) % (©) - (d) n (e) 7

(**) (EN) A drea de um triangulo ABC cujos lados medem AB=+3+1, AC=+/2e BC=2¢:

(@) v3—1 (b) ‘/§2+1 (© v3+1 (d ﬁz_l (€) 2(v3+1)

15
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

(***) Seja w uma circunferéncia dada. Pontos A, B e C estdo sobre w de tal forma que o tridngulo ABC
é acutangulo. Pontos X, Y e Z estdo também sobre w de tal forma que AX | BCem D, BY 1 AC em
EeCZ 1 ABem F. Prove que o valor de

AX BY CZ
— =+
AD BE CF

nao depende da escolhade A, Be C.

(***) IME) Num triangulo ABC is6sceles, com angulos iguais em B e C, o seu incentro se encontra no
ponto médio do segmento de reta que une o seu ortocentro H a seu baricentro G. O segmento de reta
AG é menor que o segmento de reta AH. Os comprimentos dos segmentos de reta HI e I G sdo iguais
a d. Determine o perimetro e a drea desse tridngulo em funcao de d.

(**) IME) Seja um trapézio retdngulo de bases a e b com diagonais perpendiculares. Determine a drea
do trapézio.

2
(a)% (b)(azb) © (#)«/db (d)(Z“;b)Jab © (”Zb)azb

(**) (CN) Seja ABC um triangulo com lados AB =15, AC =12 e BC = 18. Seja P um ponto sobre o
lado AC, tal que PC =3AP. Tomando Q sobre BC, entre B e C, tal que a drea do quadrilatero APQB
seja igual a 4rea do tridngulo PQC, qual seré o valor de BQ?

(**) (AIME) Seja P um ponto no interior de um tridngulo ABC. Retas paralelas aos lados sdo tracadas
passando pelo ponto P resultando em tridngulos menores £, £, e t3 cujas dreas sdo 4, 9 e 49, respecti-
vamente. Determine a drea do triangulo ABC.

(*) (AFA) Seja ABC um triangulo retdngulo em A, circunscrito por uma circunferéncia de raio r, e
ZABC = x. Arazdo entre a drea do tridngulo e o quadrado da metade do valor da hipotenusa é

@ 2%. (b) sen®x © cos® x @ Cc0S2x
n2x. . .
a) sen2x 5 0 — 5

(*) (AFA) Dois vértices de um tridngulo equildtero pertencem a dois lados de um quadrado cuja area
¢ 1m?2. Se o terceiro vértice do tridngulo coincide com um dos vértices do quadrado, entdo, a drea do
triangulo, em m?, é

(@) 24/3—1. (b) 24/3+1. (c)—3+2+3. (d) 3++3.

16
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

(*) (AFA) A area do quadrado menor, da figura abaixo, vale

(@) v2. (b) 2. (c) v5. (d) V8.

/10
V2 7z
/10 /10
V2 V2
/10

(*) (AFA) Seja um triangulo com dois de seus lados medindo 2m e 5m e drea igual a 3m?. Se o dngulo
entre esses dois lados do tridngulo triplicar, a 4rea do mesmo serd aumentada, em quantos 2?2

()§(b)g()g(d)E
Aos W 95 5

(*) (AFA) Na figura abaixo, os tridngulos ABC e C D E sdo equiléteros. Se a razdo entre as dreas desses
9
triangulos é 1 e o perimetro do menor € 12, entdo, a drea do quadrildtero ABDE é

(@) 2++3 (b)9v3 (c) 11—+3 (d) 19v3

(*) Os quadrados ABED, BCGF e CAIH sao construidos externamente e sobre os lados de um trian-
gulo ABC. Prove que os tridngulos AID, BE F e CG H possuem a mesma area.

(*) Seja ABC um triangulo is6sceles com ZA = 120°. A reta perpendicular a AB tracada por A corta BC
em D e divide o triangulo ABC em dois tridngulos. Se o triangulo ABD possui drea 11, determine a
drea do triangulo ABC.

(*) Seja ABC D um quadrildtero convexo de drea 21 e O o ponto de intersec¢do de suas diagonais de
tal forma que [ABO] = 7. Uma reta paralela a BD tracada por A corta a paralela a AC tracada por B
em M. Determine a 4rea do tridngulo CDM.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

(**) Seja ABC um triangulo retangulo em A e R o ponto médio de sua hipotenusa BC. Sobre o cateto
maior AB marca - se o ponto P tal que CP = BP e sobre o segmento BP marca - se o ponto Q tal que
o tridngulo PQR é equilatero. Se a drea do tridngulo ABC é 27, determine a drea do tridngulo PQR.

(***) As diagonais AC e BD de um quadrildtero convexo ABCD cortam - se em E de tal forma que

CE 3 DE 4
— =-e —— = —. Se P e Q sdo pontos que dividem o segmento BE em trés partes iguais, com P
AC 7 BD 9
. i . [APQR]
entre B e Q, e seja R o ponto médio do segmento AE. Determine m

(**) Seja ABC um triangulo retdngulo com ZBCA =90° e seja H o pé da altura relativa ao vértice C.
Se AC =15 e BH =16, determine a 4rea do tridngulo ABC.

(***) Um hexdgono equiangular ABCDEF étalque AB=CD=EF=1eBC=DE=FA=r.Sea
drea do triangulo AC E mede 70% da area do hexdgono, determine a soma dos possiveis valores de r.

(***) O circulo, de centro O, inscrito no tridngulo ABC é cortado pela mediana AD nos pontos X e Y.
Sabendo que AC = AB + AD, determine a medida do angulo ZXOY.

(**) (CN) Considere que ABC é um triangulo acutangulo inscrito em uma circunferéncia L. A altura
tracada do vértice B intercepta L no ponto D. Sabendo - se que AD =4 e BC =8, calcule o raio de L
e assinale a opgao correta.

(a) 2/10 (b) 4v10 (c) 2v5 (d) 4v5 (e) 3v10

(**) (CN) Seja ABC um triangulo acutangulo e L a circunferéncia circunscrita ao tridngulo. De um
ponto Q (diferente de A e de C) sobre o menor arco AC de L sdo tracadas perpendiculares as retas
suportes dos lados do triangulo. Considere M, N e P os pés das perpendiculares sobre as retas AB,
AC e BC, respectivamente. Tomando M N =12 e PN = 16, qual é arazdo entre as areas dos triangulos
BMN e BN P?

25 3

3 9 8 6
(a) 2 (b) 6 (© 3 (d) 6 (e T

(**) (CN) Seja ABC um triangulo retangulo com catetos AC =12 e AB =5. A bissetriz interna tracada
de C intercepta o lado AB em M. Sendo I o incentro de ABC, a razao entre as dreas de BMI e ABC
é:

13

()i (b) — ()i (d)E ()3
50 60 30" 150"~ 25°

(***) (EFOMM) As medidas dos lados AC, BC e AB de um triangulo ABC formam, nesta ordem, uma
progressdo aritmética crescente. Os angulos internos ZA, ZB e ZC desse tridngulo possuem a seguinte
propriedade: sen?/A+ sen?/B— sen?/C—2 sen/A sen/B sen/C = cos? ZC. Se o perimetro do tridn-
gulo ABC mede 343 m, sua drea, em m?, é igual a:

343 3 9
(a) - (b) T © 5 (d) 2. (e) 4.

(**) (EFOMM) Um tridngulo obtusangulo ABC tem 18 cm de perimetro e as medidas de seus lados

formam uma progressdo aritmética crescente (AB,AC, BC). Os raios das circunferéncias inscrita e

3v15
16

’

V15
circunscrita a esse tridngulo AB C medem, respectivamente, r € R. Se sen/A = X e sen/B=

entdo o produto r - R, em cm?, é igual a

18
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

35 16
(@ R (b) 6¥/6. (c) 3v/15. (d) 3 (e) L.

(*) (ITA) Em um triangulo ABC considere conhecidos os angulos /BAC e ZC BA e amedida d do lado
AB. Nessas condicoes, a area S desse triangulo é dada pela relagdo:

@S= d? (b S— d?sen/BAC sen/CBA ©S= d?sen/CBA
A= Sen(/BAC + ZC BA)’ T 2sen(/BAC+ZCBA) " ° T 2sen(ZBAC + ZCBA)’
@S d?sen/BAC @5 d?sen/BAC sen/CBA
= . e = .
2cos(/BAC + ZC BA) 2cos(ZBAC + ZC BA)

(**) (ITA) Sejam a, b e c as medidas dos lados de um tridngulo e ZA, /B e ZC os angulos internos

opostos, respectivamente, a cada um desses lados. Sabe - se que a, b, ¢, nessa ordem, formam uma
cosZA N cos/B cos/ZC o

+ -
b c 240

progressdo aritmética. Se o perimetro do tridngulo mede 15 cm e

’

entdo, sua area, em cm?, mede

15 4 4 4 3
()_f (b)i ()i (d)i ()i

(**) Seja ABC um triangulo retangulo tal que ZC =90°, CA=8 e C B =6. Um semicirculo de diametro
CX, com x € AC, tangencia o lado AB. Determine a medida do raio do semicirculo.

(**) Seja ABC um triangulo retangulo com ZA=90° e altura AD. Sejam r, s e t os raios das circunfer-
éncias inscritas nos tridngulos ABC, AD B e AD C, respectivamente. Prove que r + s+t = AD.

(***) Seja I o incentro do tridngulo ABC. Prove que

AI> BI* CI?

+ 4+ —-=1.
bec ab

(****) (FGV) Na figura, AC e BD sao diagonais do quadrado ABCD de lado x, M e N sdo os pontos
médios de AB e BC, respectivamente.

D A
P M
S Q
R
C N B

(a) Calcule a 4rea da regido sombreada na figura, em funcao de x.
(b) Calcule o perimetro do quadrildtero PQRS, em funcdo de x.

(*) (FGV) Um triangulo is6sceles tem os lados congruentes com medida igual a 5. Seja @ a medida do
angulo da base, para a qual a area do referido tridngulo é maxima. Podemos afirmar que
(@) 10° < a<20° (b)20°<a<30° (c)30°<a<40° (d)40°<a<50°. (e)50°<a<60°
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57. (**) (Fuvest) Percorre - se o paralelogramo ABC D em sentido anti - hordrio. A partir de cada vértice

58.

59.

60.

atingido ao longo do percurso, prolonga - se o lado recém - percorrido, construindo - se um segmento
de mesmo comprimento que esse lado. As extremidades dos prolongamentos sdo denotadas por A’,
B’, C’ e D’, de modo que os novos segmentos sejam, entdao, AA’, BB, CC’e DD’. Dadoque AB=4¢
que a distancia de D areta determinada por A e B é 3, calcule a 4rea do

(a) paralelogramo ABC D;

(b) tridngulo BB’ C’;

(c) quadrilatero A’B’C’D’.

(*) (Fuvest) O segmento AB élado de um hexdgono regular de drea +/3. O ponto P pertence a mediatriz
de AB de tal modo que a érea do triangulo PAB vale v2. Entdo a distancia de P ao segmento AB é
igual a

(@) v2. (b) 2v/2. (c) 3v2. (d) V3. (e) 24/3.

(*) (Fuvest) As circunferéncias C; e C, estdo centradas em O, e O,, tém raios r; =3 e 1, = 12, respecti-
vamente, e tangenciam - se externamente. Uma reta ¢ é tangente a C; no ponto P;, tangente a C, no
ponto P, e intercepta a reta O, O, no ponto Q. Sendo assim, determine:

(a) o comprimento P, P,;

(b) a drea do quadrilatero O, O, P, P;;

(c) adrea do triangulo Q O, B;.

(**) (Fuvest) No tridngulo ABC da figura, a mediana AM, relativa ao lado BC, é perpendicular ao lado
AB. Sabe - se também que BC =4 e AM =1. Se a é amedida do angulo ZABC, determine

(a) sena;

(b) o comprimento AC;

(c) a altura do tridangulo ABC relativa ao lado AB;

(d) a drea do triangulo AM C.
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61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

(**) Seja ABC um triangulo isésceles tal que AB=2e ZABC =90°. Seja D o ponto médiode BC e E o
ponto sobre AC tal que a drea do quadrildtero AE D B é o dobro da drea do tridngulo E C D. Determine
o comprimento de DE.

(**) Seja ABC D um trapézio tal que AB || CD. Seja P a interseccdo da diagonal AC com a diagonal
BD. Se a area do tridngulo PAB € 16 e a area do tridngulo PC D é 25, determine a area do trapézio.

(*) Sejam E e F pontos no interior doretdngulo ABC D taisque AE=DE=BF=CF=EFseAB=11
e BC =8, determine a drea do quadrildtero AE F B.

(**) Seja ABC um triangulo e D, E e F pontos sobre os lados AC, AB e BC, respectivamente, tais que
CDEF éum paralelogramo. Se as dreas dos tridngulos AD E e BE F medem, respectivamente, a e b,
prove que a drea do triangulo ABC mede (va+v'b)%.

(**) Seja ABC D um trapézio tal que AB || DC, AB=8, BC = 6v2, /BCD =45° e /DAB =120°. De-
termine a drea do trapézio.

(*) IME) Seja ABC um tridngulo delados AB, BC e AC iguais a 26, 28 e 18, respectivamente. Considere
o circulo de centro O inscrito nesse triangulo. A distancia AO vale:

(a) ;04 (b) 204 ()] z ;04 (d) V104 (e) 3v104

(***) (IME) Seja x o valor do maior lado de um paralelogramo ABC D. A diagonal AC divide ZA em dois
angulos iguais a 30° e 15°. A projecao de cada um dos quatro vértices sobre a reta suporte da diagonal
que nio o contém forma o quadrildtero A’B’C’D’. Calcule o perimetro de A’B’C’D’.

(**) (IME) Os raios dos circulos circunscritos aos triangulos ABD e ACD de um losango ABC D sdo,

25
respectivamente, > e 25. A drea do losango ABCD é
(a) 100 (b) 200 (c) 300 (d) 400 (e) 500

(***) (IME) Seja G o ponto de interseccdo das medianas de um tridngulo ABC com drea S. Considere
os pontos A’, B’ e C’ obtidos por uma rotacio de 180° dos pontos A, B e C, respectivamente, em torno
de G. Determine, em funcdo de S, a drea formada pela unido das regides delimitadas pelos tridngulos
ABCeA'B'C.

(**) AIME) Um trapézio ABC D, de base menor AB e base maior C D, possui base média M N. Os pon-
tos M’ e N’ dividem a base média em trés segmentos iguais, na ordem M M’N’N. Ao se tragar as retas
AM’ e BN’, verificou - se que as mesmas se encontram sobre o lado C D no ponto P. Calcule a area
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do trapézio M’'N D em fungdo da drea de ABCD.

71. (*) (ITA) Um tridangulo esta inscrito numa circunferéncia de raio 1 cm. O seu maior lado mede 2 cm e

1 .
sua area € de —2 cm?. Entdo, o menor lado do trléngulo, em cm, mede

1 2
(a)l—T (b) vV2—-v2. (0)1/_ ‘/_ ‘/_

72. (*) (ITA) Seja A uma circunferéncia de raio 4 cm e PQ uma corda em A de comprimento 4 cm. As
tangentes alem P eem Q interceptam - se no ponto R exterior a A. Entdo, a drea do tridngulo PQR,
em cm?, éigual a

2 3v2 2 4
(a)—[ (b) =5~ ()£ (d)—f ()‘—F

Respostas.

5++/5 , 373
4.(a)1 (b)2 6.94 7.108 8.¢c 9. 10. 462 11. 1447 cm? 12.5 13. d 14. ¢ 15. a 16. 6 17. — 18
13v3 7 4 2 15d%V/15
—/19 345/ 23. 3 24, 3¢3 25. e 26.b 28. Area T e perimetro: 5d+/15 29. ¢ 30. BQ =6 31.

33 9 10
144 32. A 33. C 34. C 35.D 36. D 38. Y 39. 14 40. ) 41. 53 42. 150 43. 6 44. 120° 45. C 46. A 47. D 48.

2
C 49.D 50.B 51. A 52. 3 55. (a) zi (b) M 56. D 57. (a) 12 (b) 12 (c) 60 58. E 59. (a) 12 (b) 90 (c)

15
96 60. (a) (b)\/_(c)Z(d) ‘/—_ 61. g 62. 81 63.32 65.66+64/3 66.D 67. xv/2(1++/2—4+/3) 68. D 69.

57
—s 70. —Sipcp 71.B 72.E
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