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Suponha determinada propriedade P(n) e que se deseja provar que P(n)
vale para todo n > a, com a € N. Para isso, usa-se o Principio da Inducao
Finita. Para isso, bastam trés passos:

e Base da Indugao: Provar que P(a) é verdadeiro
e Hipotese de Indugao: Supor valido P(k), para algum k > a

e Passo Indutivo: A partir da Hipotese de Inducao, provar que vale
P(k+1)

Com isso, fazendo &k = a na Hipotese de Inducao, pelo Passo Indutivo
conseguimos provar que P(a + 1) também é verdadeiro. Entao, usando o
mesmo raciocinio, provamos que agora vale para a+2 e assim sucessivamente.
Quando queremos provar que uma propriedade vale para todo ntmero na-
tural positivo, por exemplo, basta fazer a base com n = 1 e o processo da
Inducgao para concluir que vale para todo natural positivo.

Hé4 ainda a versao forte do Principio de Inducao, na qual a Hipotese de
Indugao compreende supor que a propriedade é valida para todo ntmero
a < p < k e, no passo indutivo, provar que isso implica ser valida para o
proximo (k + 1).

Exemplo 1: Prove, Vn > 1,
LU 4+221 433+ .. +nnl=(n+1) -1

Exemplo 2: Esmeralda vai a um caixa eletronico que s6 tem notas de
2 e 5 reais. Prove que ela pode sacar nesse caixa qualquer quantia inteira
maior ou igual a 4 reais.



Problema 1 Prove que, para qualquer inteiro n > 23, existem inteiros
nao negativos e y tais que n = 7x + 5y.

Problema 2 Prove que, para todo inteiro n > 2, o nimero abaixo (con-
tendo exatamente n "1") é irracional. Vocé consegue descobrir que nimero
é esse quando n — oo ?

\/1+\/1+\/1+\/ﬁ

Problema 3 Prove a Formula de Cassini por inducao: Dados os nimeros
de Fibonacci 1, 1, 2, 3, ..., onde F} = F, = 1¢e F,.; = F, + F,_1, entao
Z?:l E]Q = [l

Problema 4 (India 2001) Prove que, Vn > 4, 2! > 22,

n® nt
Problema 5 (Roménia 2013) Prove que é inteiro o ntimero = + > +
n3 n . .
— — —, para todo inteiro n > 0.
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Problema 6 Prove que a média aritmética entre n inteiros nao negativos
¢ maior do que ou igual a média geométrica entre os mesmos n nimeros.

Problema 7 (Russia 2010) Prove que 214!6!--- (2n)! > (n + 1)!I" .

Problema 8 (OBM 1997) Seja a sequéncia de Fibonacci definida como
no Problema 3 e seja V,, = \/F? + F2,,. Mostre que, para todo n inteiro
positivo, V,,, V41 e V12 sdo lados de um triangulo de area 1/2.

Problema 9 (IMO 1998) Para qualquer inteiro positivo n, seja d(n) o
nimero de divisores positivos de n (incluindo 1 e n). Determine todos os

o i . d(n?)
inteiros positivos k tais que i) = k, para algum n.
n
» . (n+12]"
Problema 10 (Russia 2000) Para todo n € N, seja x, = |—-
n(n+2)

n + ) .
Prove que z,, < ——k A partir dai, conclua que a sequéncia de termo geral
n

(n+1
n

n
) ¢é estritamente crescente.



Problema 11 (USAMO 2011) Vn € N, f(n+ 1) =
f(0) = 1, prove que Vn € N temos 0 < f(n) < v/3.

f(n +2 , dado que

Problema 12 (OBM 2015) Seja ABC' um tridngulo e n um inteiro po-
sitivo. Sobre o lado BC considere os pontos Aj, Ao, ..., Asn_1 que dividem
o lado em 2" partes iguais, ou seja, BA; = A1Ay = ... = Agn_sAon_1 =
Aon_1C. Defina os pontos By, Bs,..., Bon_1 e C1,Cs, ...,Con_1 sobre os la-
dos CA e AB, respectivamente, de maneira andloga. Trace os segmentos
AAl, AA27 ceey AAQn_l, BBl, BBQ, ceey BBgn_l e CCl, 0027 ceey CCQn_l. Deter-
mine, em funcao de n, em quantas regioes foi dividida a regiao delimitada
pelo triangulo ABC por esses segmentos.

Problema 13 (Putnam 2009) Para n inteiro positivo, mostre que

Z\/_ 4n+3\/_

Problema 14 (Roménia 2017) Prove que



