Prof. Cicero Thiago 1 SOMAS E SEQUENCIAS

1 Somas e sequéncias

1. Calcul ! + ! +...+ 1 i !
. alcule —— —_— = .
1-2 2-3 m-(m+1) n:1”'(”+1)
1 1 1 2 1
2. Calcul + +...+ = .
AT 237234 m-(m+1)-(m+2) ;n-(n+l)-(n+2)

1 k
3. Calcule Z

4 2 )
Lk k1
111 L1 _ 11 1 .
4. Provequel—3+35—3+...+ 555 —5; =77 t 75 +.-- T 3, (Identidade de Catalan)
5. (IMO) Sejam m e n inteiros positivos tais que Z=1—3+3—1+...— 35 + 5

Prove que m é divisivel por 1979.

6. (OBM) Calcule a soma

1+1+1+ 1+1+1+ +\ 1+ L + !
12 22 22 32 7 19992 20002°

7. Prove a desigualdade:

1 1 1
+ +. ot —>24.
VI++v/3 V5447 9997 + /9999
dn++/4n2—1

8. Para todo inteiro positivo n, seja f(n) Calcule a soma f(1)+ f(2)+...+ f(40).

CV2n+il+v2n—1

1)2 1)\2
9. Sejaan:¢l+(l——) +Q1+(1+—) , n > 1. Determine o valor de
n n

1 1 1
—+— 4.+
a a Ao
360
10. Se Z ! - em que m e n sdo positivos e primos entre si, determine o valor de
S VE+1+(k+)vk n’
m+ n.
A ) . . . 1 2 L
11. Asequéncia {x,}, é definida da seguinte maneira: x; = 2 Xi41 = X + X Ache 0 maior inteiro menor
que
1 1
+...+ .
x+1 x+1 X100 +1

i o
12. Calcule .
o (3k — 2K)(3k+1 — 2k+1)
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Prof. Cicero Thiago 2 DIFERENCAS FINITAS

2 Diferencas Finitas
Seja P(x) um polindmio de grau m. Defina A¥!'P(n) = AKP(n+1)— A*P(n), Vk > 1, com A'P(n) =
P(n+1)—P(n).

Teorema 1. Seja P(x) um polinémio de grau m, em que m > 0. Entdo A™ P(n) é uma constante diferente

de zero.

Demonstracao 1. Seja P(x)=a,,x™ + a,,_; X" ' +...+ a, x + a, um polindémio qualquer. Entdo
AP(n)=P(n+1)—P(n)=

Amn+1)"+ a1 (n+1)" . +a(n+D)+ag—(@nn™+au_n™ 4.+ ayn+ap).

E facil ver que o grau de AP(n) é m— 1 e seu termo de maior grau é am(rl")n’”‘l, pois a,, #0.
Dessa forma, para k < m, o grau de A¥P(n)é m — k. Portanto, quando k = m o grau de A™P(n) é 0, assim
A™P(n) é uma constante diferente de zero.

Exemplo 1. Determine todos os polinémios P(x) tais que P(x +1)—P(x)=2x+1, Vx.

Solugdo. Temos que AP(n)=2n+1, assim A>P(n)=AP(n+1)—AP(n)=2(n+1)+1—(2n+1)=2. Como
A?P(n) é constante e diferente de zero entdo P(x) tem grau 2, ou seja, P(x)=ax?>+ bx + ¢, assim

a(x+1?+b(x+1)+c—ax’*—bx—c=2x+1

2ax+a+b=2x+1,Vx.

Dessa forma, 2a=2e a+ b =1. Portanto,a=1e b =0 e P(x) = x2 + ¢, para alguma constante c.

1. (AIME) Sejam x;, x,, ..., X; numeros reais tais que
X1 + 4x2 + 9.7C3 + 16X4 + 25.7C5 + 36x6 + 49.7C7 = 1,

4x1 +9x, +16x3 +25x, +36x5 +49x5 + 64x, =12,
9x; +16x, +25x3 + 36 x4 +49x5 + 64 x5+ 81x;, = 123.

Determine o valor de 16x; +25x, + 36x3 +49x, + 64 x5 + 81 x5+ 100x;.

2. (AIME) A partir de uma sequéncia de nameros reais A = a;, a,, as, ..., defina AA como a sequéncia
de ntimeros reais a, —a,, a;—a,, a,—as,...,emque o n - ésimo termo é a,,,; —a,,. Se todos os termos
da sequéncia A(AA) sdo iguais a 1, e que a,9 = ag, =0, determine a,.
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