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1 Coberturas de Tabuleiros e Acoplamentos Perfeitos

Exercicio 1. De quantos modos um tabuleiro 8 x 8 pode ser coberto com dominés 2 x 1?

Teorema 1 Todo grafo planar bipartido 2-conexo possui um acoplamento perfeito.

Teorema 2 (Schwartz-Zipel) Sejam K um corpo arbitrdrio e S um subconjunto finito de K. Entdo para todo polindmio
ndo nulo p(x1,x,...,%,) de grau d em m varidveis e com coeficientes em K, o numero de m-uplas (r1,72,...,7m) € S™
com p(ry,7a,...,m) = 0 é no maximo d|S|" 1.

2 Caminhos

Proposicao 1 (Gessel-Viennot) Seja G = (V, E) um grafo orientado, com pesos, aciclico e finito, A = {Ay, Ay, ..., An} e
B = {By,By,...,B,} dois conjuntos de vértices com n elementos e M a matriz-caminho de A até B. Entdo

detM =Y sign(P)w(P),
)

(P percorre os sistemas de caminhos de vértices disjuntos).

Teorema3 (Binet-Cauchy) Sejam P uma matriz r X s e Q uma matriz s x 7, com r < s. Entdo det(PQ) = ) (detPz)(det(Qz),

Z
onde Pz é a submatriz r X r de P, com conjunto de colunas Z, e Qz é a submatriz r X r de Q, com correpondentes linhas
Z.

Exercicio 2. (IME 2016) Define-se A como a matriz 2016 x 2016, cujos elementos satisfazem a igualdade

o i+j—2
“"1‘( j—1 )

parai,j € {1,2,...,2016}. Calcule o determinante da matriz A.

n—2

Teorema 4 (Cayley) Existem n" ™~ arvores rotuladas diferentes com n vértices.

Exercicio 3 (OBMU, 2005). Proye que para quaisquer naturais 0 < i; <ip < ... <ire0<j; <jo <...< i a matriz
A = (ays)1<,5<k dada por a,s = (Z’ZJS) (1 <r,s <k) éinvertivel.



3 Matrizes de Hadamard e Codigos Corretores de Erros

Definition 1 Seja A um alfabeto. Sejam u,v € A" palavras de comprimento n. A distancia de Hamming entre u e v,
denotada por d(u,v) é o nimero de posi¢des em que u e v diferem.

Definition 2 Dizemos que um c6digo C corrige t erros se para todo u € A" existe no méximo um v € C com d(u,v) < t.
A distancia minima de um cédigo C é definida como d(C) = min{d(u,v) : u,v € C,u # v}. Se C é um cddigo de
comprimento 7, tamanho M e distdncia minima d, entdo ele sera chamado de (1, M, d)-cédigo.

Exercicio 4. Um cédigo C corrige ¢ erros se, e somente se, d(C) > 2t + 1.

Exemplo 1 Considere a matriz P de dimensdes [ X n, com n = 2l 1, cujas colunas sdo todos os vetores nao-nulos de PZI.
Seja C o conjunto dos vetores w tal que Pw = 0. Verifique que d(C) = 3.

Teorema 5 (Plotkin, 1960) Suponha que n,d € IN com 2d > n. Se Ay(n,d) representa 0 numero maximo de possiveis
palavras em um cédigo bindrio com palavras de comprimento n e distdncia minima d, entdo

2d
A d) < .
2(n,d) < 2d —n

Definition 3 Seja n € IN. Uma matriz de Hadamard de ordem n é uma matriz H tal que toda entrada de H é +1 e
HHT = nl.

Exercicio 5. Suponha que H é uma matriz de Hadamard de ordem n > 2. Se i,k € {1,2,...,n} ei # k, entdo a linhaie
a coluna j de H sdo iguais em exatamente 7/2 posicoes.

Teorema 6 Suponha que H é uma matriz de Hadamard de ordem n > 2. Seja B uma matriz 2n x n definida por

As linhas de B sdo as palavras de um (n,2n,n/2)-c6digo sobre o alfabeto {+, —}.

Os cégidos dados pelo teorema anterior sdo chamados de cédigos de Hadamard.

Exemplo 2 Considere

+ + + -
+ o+ - 4+
H:
+ - 4+ 4+
-+ + +

O codigo de Hadamard associado a essa matriz é
0001 0010 0100 1000
1110 1101 1011 0111

Teorema 7 (Jacques Hadamard, 1893) Se N é uma matriz possuindo vetores colunas denotados por v;, entdo
n
|det(N)| < [ Tllwill-
i=1

Exercicio 6 (Putnam, 2005). Seja H uma matriz n X n em que as entradas sdo 1 e cujas linhas sdo mutuamente ortogo-
nais. Suponha que H possui uma submatriz a x b cujas entradas sdo todas iguais a 1. Mostre que ab < n.

Teorema 8 (Lindsey) A soma das entradas de qualquer submatriz a X b de uma matriz de Hadamard é no méximo v abn.



Respostas e Solucdes.



