Vinganca Olimpica 2019

Nao escreva mais de uma questao por folha. Escreva seu nome em cada folha que usar.
Cada problema vale 10 pontos.
Tudo o que vocé escrever deve ser justificado.

Duragao: 5 horas.

. Seja ABC' um triangulo acutangulo escaleno e D um ponto no seu circuncirculo tal que AD é si-
mediana do tridAngulo ABC'. Sejam E a reflexao de D por BC, C’ a reflexdo de E por AB, e B' a
reflexao de E por AC. Prove que as retas AD, BB’, CC’ concorrem se, e somente se, ZBAC = 60°.

. Para todo inteiro positivo z, defina P(x) como sendo o maior divisor primo de x. Prove que exis-
tem infinitos n tais que P(n? + 1) < n - 72019,

. Seja I' um circulo de centro O e raio R. Sejam X e Y pontos sobre I' tais que XY < R. Seja I um
ponto tal que IX = IY e XY = OI. Descreva como contruir com régua e compasso um triangulo
com circuncirculo I'; incentro I e reta de Euler OX. Prove que esse tridngulo é tinico.

. Um icosaedro regular é um sélido regular de 20 faces, cada uma em forma de triangulo equildtero,
com 12 vértices, de modo que de cada vértice incidem 5 arestas.

Doze doces indistinguiveis estao colados nos vértices de um icosaedro regular (um em cada vértice),
e quatro desses doze doces sao especiais. André e Lucas querem juntos criar uma estratégia para o
seguinte jogo:

e Primeiro, André é informado sobre quais sao os quatro doces especiais e deve remover exata-
mente quatro doces nao especiais do icosaedro e deixar o sélido em uma mesa, indo embora
logo em seguida sem se comunicar com Lucas.

e Depois, Sponchi, que quer evitar que Lucas descubra os doces especiais, pode pegar o icosae-
dro da mesa e gird-lo como quiser.

e Apdbs Sponchi fazer sua jogada, ele sai da sala, Lucas entra e deve determinar os quatro doces
especiais dentre os oito que restaram no icosaedro.

Determine se existe estratégia para a qual Lucas sempre consiga descobrir corretamente os quatro
doces especiais.

. Defina f : N — N como:

Y

A+ttt )]

n
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Dado p um ndmero primo maior que 3, mostre que:
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