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Problema 1. Encontre todas as triplas (a, b, ¢) de nimeros reais tais que ab+bc+ca =1 e

a’b+c=b*c+a=c*a+b.

Problema 2. Seja n um inteiro positivo. Dominds sdo colocados em um tabuleiro 2n x 2n de forma
que toda casa do tabuleiro é adjacente a exatamente uma casa coberta por um dominé. Para cada n,
determine o maior niimero de dominds que podem ser colocados no tabuleiro dessa maneira.

(Um domind é uma pega de tamanho 2 x 1 ou 1 x 2. Dominés sdo colocados no tabuleiro de
maneira que cada dominé cobre exatamente 2 casas do tabuleiro, e dominds nao podem se sobrepor.
Duas casas do tabuleiro sdo chamadas adjacentes se elas sao diferentes e tém um lado em comum.)

Problema 3. Seja ABC um tridngulo tal que ZCAB > ZABC, e seja I o seu incentro. Seja D o
ponto do segmento BC tal que ZCAD = ZABC. Seja w a circunferéncia tangente a AC' em A que
também passa por I. Seja X o segundo ponto de interse¢do entre w e o circuncirculo de ABC. Prove
que as bissetrizes dos dngulos ZDAB e ZCX B se intersectam em um ponto na reta BC.
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Problema 4. Seja ABC um tridngulo com incentro I. A circunferéncia que passa por B e é tangente
a Al no ponto I intersecta o lado AB novamente no ponto P. A circunferéncia que passa por C e

é tangente a Al no ponto I intersecta o lado AC novamente em (). Prove que P(Q é tangente ao
incirculo de ABC.

Problema 5. Seja n > 2 um inteiro, e sejam ay,as,...,a, inteiros positivos. Mostre que existem
inteiros positivos b1, b, ..., b, que satisfazem as seguintes trés condigoes:

(A) a; <b;parai=1,2,...,n;

(B) os restos de by, ba, ..., b, na divisao por n sao distintos dois a dois; e

(©) b1+-~-+bngn(”_1+{a1+~--+anD‘

2 n

(|z] denota a parte inteira do niimero real z, isto é, o maior inteiro que é menor ou igual a x.)

Problema 6. Alina traca 2019 cordas em uma circunferéncia. Os pontos extremos dessas cordas
sdo todos distintos. Um ponto é considerado marcado se ele é de um dos seguintes tipos:

(i) um dos 4038 pontos extremos das cordas; ou
(ii) um ponto de intersegao de pelo menos duas das cordas.

Alina escreve um nimero em cada ponto marcado. Dos 4038 pontos do tipo (i), ela escreve o nimero
0 em 2019 destes pontos, e escreve o nimero 1 nos outros 2019 pontos. Em cada ponto do tipo (ii),
Alina escreve um inteiro qualquer (ndo necessariamente positivo).

Em cada corda, Alina considera os segmentos que conectam 2 pontos marcados consecutivos (uma
corda com k pontos marcados tem k — 1 desses segmentos). Em cada um desses segmentos ela escreve
2 nimeros. Em amarelo, ela escreve a soma dos ntimeros escritos nos pontos extremos desse segmento.
Em azul, ela escreve o valor absoluto da diferenca dos nimeros escritos nos pontos extremos desse
segmento.

Alina percebe que os N + 1 niimeros escritos em amarelo sdo exatamente os nameros 0,1,..., V.
Mostre que pelo menos um dos niimeros escritos em azul é um ntimero multiplo de 3.

(Uma corda é um segmento de reta que conecta 2 pontos distintos de uma circunferéncia.)
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