Vinganca Olimpica 2018

. Seja F,, o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci. Determine todos os n € N tais que V k£ =0,1,2,..., F,, temos que

Fy,
< . > = (=1)* (mod F, +1).
. Seja AABC um triangulo escaleno de incentro I e circuncirculo I'; de centro O. O incirculo de AABC' tangencia BC,
CA e AB nos pontos D, E e F, respectivamente. A reta Al intersecta EF em N e I' em M # A. MD intersecta I'
em L # M. A reta IL intersecta EF em K. A circunferéncia de diametro M N intersecta I' em P # M. Prove que
AK, PN e OI concorrem.

. Em um desafio matematico, sdo dadas para Matheus Secco duas sequéncias de reais positivos a1 > as > ... > a,,
by > by > ... > byy1 e um real nao negativo c. Uma operacao consiste em subtrair 1 de um termo b;, somar ¢ em by,
e substituir (b1,...,b;—1) por (b1 + a1y, -.,bj—1 + ax(j—1)), onde o é permutacao de {1,...,j — 1}. O objetivo de
Secco é deixar todos os termos da sequéncia (bg) negativos apés um nidmero finito de operagoes. Determine os valores
de ¢ em fungao de ay,as9,...,a, e by,ba,...,b,+1 para os quais Secco pode atingir o seu objetivo.

. Seja AABC um tridngulo acutangulo de incentro I e incirculo w. Seja T4, Tp,Tc os pontos de tangéncia de w com
BC,CA, AB, respectivamente. Seja l4 como a reta por A paralela a BC' e defina Il e [¢ analogamente. Seja L4
a segunda intersecao de Al com o circuncirculo de ABC' e defina Lp e Lo analogamente. Sendo Py = TpTec N4,
definimos os pontos Pg e Pc de maneira andloga. Sabendo que S4 = P TN PcTe e definindo Sg e Sc analogamente,
prove que SaLa,SgLp,ScLc sao concorrentes.

. Seja p um primo e F,, o conjunto de inteiros médulo p. Dado um elemento x de F,, defina |z| como a distdncia ciclica
de x para 0, isto é, se representarmos  como um inteiro entre 0 e p — 1, |z| = x se x < &, e [2| = p — & caso contrario.
Agora seja f : F, = I, tal que para todos z,y € F,, temos:

|f(z+y) — f(x) — f(y)| < 100.

Prove que existe m € F,, tal que para todos x € F,,, temos:

| f(xz) — max| < 1000.



