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Determine a ordem das seguintes raizes da unidade:

(a) zx = cos %kTg + isen %, para k = 27,99,137;

(b) zx = cos %‘% + isen %7 para k = 10, 35, 60.

Escreva os polinémios ciclotomicos @, (x) para n igual a 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,15,105.
Seja w uma raiz primitiva 2n-ésima da unidade. Calcule a soma T+ w 4+ w? 4 --- + w™ ',
Seja R, o conjunto de todas as raizes n-ésimas da unidade. Calcule

(a) Z z*, para k inteiro.
ZERn

(b) > (x+2)™

zER,

(c) Z kz" !, para cada z € R,.
1<k<n—1

(d) Z k2% para cada z € Ry,.
1<k<n—1

Determine a soma das raizes primitivas n-ésimas da unidade para n igual a 15, 24 e 30.
Prove que
(a) o produto de uma raiz a-ésima da unidade por uma raiz b-ésima da unidade é uma raiz ab-ésima da
unidade;

(b) se a e b sa@o inteiros positivos primos entre si, entdo os polinémios x* — 1 e x® — 1 possuem uma tnica
raiz comum,;

(c) se a e b sdo inteiros positivos primos entre si, entdo o produto de uma raiz primitiva a-ésima da unidade
por uma raiz primitiva b-ésima da unidade é uma raiz primitiva ab-ésima da unidade, e reciprocamente;

(d) o item interior implica que ¢(ab) = ¢(a)P(b), quando a e b sdo inteiros positivos primos entre si.

Escreva o polinomio ciclotomico ®@,m (x) para p primo e m inteiro positivo.

. Prove que @3, (x) = ®,(—x), para n inteiro impar maior que 1.

. Suponha que todos os fatores primos de d sao fatores primos de n. Prove que toda raiz primitiva nd-ésima da

unidade é uma raiz d-ésima de uma raiz primitiva n-ésima da unidade, e reciprocamente.

"

Prove que se a fatoracdo de n em primos é n = p{'p5? - - pp*, entdo P (x) = O/ (x™ ), comn’ =p1py - - px,

" n

Seja pn(n) a soma das raizes primitivas n-ésimas da unidade. Prove que pw(n) = 0 se n é divisivel pelo quadrado

de algum ntmero primo; p(n) =1 se n é o produto de um ntimero par de primos distintos; e u(n) = —1se n
é o produto de um numero impar de primos distintos.

Prove que ) u(d) =0, quando d percorre todos os divisores de um nimero inteiro positivo n # 1.

Prove que

O, (x) = H(xd—nu(%h

din
Calcule @ (1).

Calcule ®,(—1)
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Calcule a soma dos produtos das raizes primitivas n-ésimas da unidade tomadas duas a duas.

Seja w uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Calcule o valor absoluto da soma

Aplicagoes

Sejam m,n dois inteiros positivos e p um primo tal que p nao divide mn. Entdo mdc (@, (x), Pn(x)) =1 em
Zp[X].

Sejam m, n inteiros positivos distintos e a um inteiro. Se mdc (@, (a), P (a)) = g # 1, entdo g é uma poténcia
de p e m/n = p¥, para algum inteiro k.

Para todo inteiro positivo n, existem infinitos niimeros primos da forma nk + 1, com k inteiro.

Sejam a,n > 1 inteiros. Suponha que todos os fatores primos de @, (a) sdo divisores de n. Entdo @, (a) é um
primo que divide n ou n = 2.
Problemas Olimpicos

Prove que se 4™ 4+ 2™ + 1 é um ntimero primo, entao n é uma poténcia de 3.

Prove que nao ha nimeros primos na sequéncia infinita

10001, 100010001, 1000100010001, . ..

Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que todos os divisores primos de n? +n + 1 néo superam

N

Sejam p1,P2,-..,Pn nimeros primos distintos maiores que 3. Prove que 2P'P2""Pn 4 T possui pelo menos 4™
divisores.
Seja p um nimero primo. Prove que existe um numero primo ( tal que, para todo inteiro n, o nimero nP —p

nao ¢é divisivel por q.
Encontre todas as solugdes inteiras da equagao

x’ —1
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