
Miscelânea algébrica
by ET

1 Grupos

1. Mostre que GL2pF2q – S3.

2. Determine a cardinalidade da órbita da matriz

ˆ

1 0
0 2

˙

na ação por conjugação em GL2pF5q.

3. Seja Fq um corpo finito com q elementos. Mostre que

|GLnpFqq| “ pqn ´ 1qpqn ´ qqpqn ´ q2q . . . pqn ´ qn´1q

e que

|SLnpFqq| “
|GLnpFqq|
q ´ 1

4. Mostre que SL2pF3q e S4 possuem mesmas ordens, mas

não são isomorfos. Dica: considere

ˆ

2 1
0 2

˙

P SL2pF3q.

5. Seja p um primo. Na ação GLnpFpq ü Fnp , determine a
ordem do estabilizador de um vetor não nulo.

6. Seja k um corpo e considere a ação PGL2pkq ü P1
k.

(a) Determine Stabp8q em que 8 “ p0 : 1q P P1
k.

(b) Mostre que se T P PGL2pkq fixa os pontos p1 : 0q, p1 : 1q
e p0 : 1q então T é a identidade.

(c) Mostre que, dados quaisquer três pontos distintos
P,Q,R P P1

k, existe uma única T P PGL2pkq tal que
T pP q “ p1 : 0q, T pQq “ p1 : 1q e T pRq “ p0 : 1q.

7. Determine os seguintes quocientes (ou seja, encontre ex-
plicitamente grupos conhecidos que são isomorfos a estes quo-
cientes):

(a) Cˆ{Rą0

(b) Rˆ ˆ Rˆ{xp1,´1qy

(c) S1{t˘1,˘iu

(d) Cˆ{t˘1,˘iu

8. Prove: todo subgrupo finitamente gerado de pQ,`q é
ćıclico.

9. Seja G um grupo. Se g P G é um elemento de ordem
ı́mpar, mostre que g e g2 têm mesma ordem.

10. Seja G um grupo de ordem par. Mostre que existe um
elemento a ‰ e tal que a2 “ e.

11. Prove: se um grupo G possui um único elemento a de
ordem 2, então a P ZpGq (aqui ZpGq denota o centro de G).

12. Seja G um grupo em que a intersecção de todos os sub-
grupos distintos de teu é um subgrupo distinto de teu. Prove
que todo elemento de G tem ordem finita.

13. Seja G um grupo abeliano finito.

(a) Suponha que a, b P G têm ordens m e n respectiva-
mente. Mostre que a e b geram um subgrupo de ordem
mmcpm,nq.

(b) Seja g P G um elemento de ordem máxima n. Mostre que
a ordem de qualquer elemento em G divide n.

14. Se a ą 1 é um inteiro, prove que n | ϕpan´1q para todo
n inteiro positivo, em que ϕ é a função de Euler.

15. Sejam M e N subgrupos normais de G com M XN “

teu. Prove que mn “ nm para quaisquer m PM , n P N .

16. Mostre que se G é um grupo contendo dois subgrupos
normais de ordens 3 e 5 então G possui um elemento de ordem
15.

17. Seja A qualquer conjunto com mais de 2 elementos.
Dado a P A, considere o subgrupo Hpaq “ tσ P SA | σpaq “
au do grupo simétrico SA de A. Prove que Hpaq não pode ser
normal em SA.

18. Seja ZpGq o centro do grupo G.

(a) Se existe H ď ZpGq tal que G{H é ćıclico, então G é
abeliano.

(b) Dê um exemplo de grupo G tal que G{ZpGq é abeliano
mas G não é abeliano.

19. Sejam G e H grupos finitos com mdcp|G|, |H|q “ 1 e seja
φ : GÑ H um morfismo de grupos. Mostre que φ é trivial.

20. Seja G um grupo finito e N Ĳ G um subgrupo normal.
Mostre que se mdcp|AutpNq|, |G|q “ 1 então N ď ZpGq.

21. Seja G um grupo finito.

(a) Se |G| é ı́mpar e N Ĳ G com |N | “ 5, então N ď ZpGq.

(b) Seja p o menor primo que divide |G| e seja N Ĳ G com
|N | “ p. Prove que N ď ZpGq.

22. Mostre que se AutpGq é ćıclico então G é abeliano.

23. Seja G um grupo de ordem ı́mpar. Prove: se g, g´1 P G
são conjugados entre si, então g “ e.

24. Seja G um grupo finito e seja H um subgrupo. Mostre
que existe um conjunto S de elementos de G que é, simulta-
neamente, um conjunto de representantes de classe tanto à
direita quanto à esquerda.
Warning: este é um problema de grafos, não de álgebra! Vide
teorema dos casamentos de Hall para grafos bipartidos.

25. Seja G um grupo e seja p o menor primo que divide |G|.
Suponha que H seja um subgrupo de G com rG : Hs “ p.
Mostre que H ŸG.

26. (Teorema do Ponto Fixo para p-grupos) Seja p um primo
e seja P um p-grupo. Seja P ü X uma ação de P sobre um
conjunto finito X. Sendo

XP def
“ tx P X | gx “ x para todo g P P u

o conjunto dos pontos fixos desta ação, prove:

|XP | ” |X| pmod pq

Em particular, se p - |X| então existe pelo menos um ponto
x P X fixo por todo g P P .
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27. (Teorema de Cauchy) Seja p um primo e seja G um grupo
abeliano finito. Mostre que se p | |G| então G possui um ele-
mento de ordem p. Para isto, seja X “ tpa1, a2, . . . , apq P G

p |

a1a2 . . . ap “ eu e considere a ação de Z{pZ ü X dada por
shifts circulares à esquerda (i.e., 1 leva a tupla pa1, a2, . . . , apq
em pa2, a3, . . . , ap, a1q). Aplique o teorema do ponto fixo para
p-grupos.

28. (Putnam) Seja p um primo e suponha que um grupo fi-
nito tenha exatamente n elementos de ordem p. Mostre que
n “ 0 ou n` 1 é um múltiplo de p.

29. Seja p um primo e seja G um p-grupo. Seja H Ĳ G.
Mostre que se H é não trivial, o mesmo ocorre com HXZpGq.

30. Seja p primo e seja H um p-subgrupo do grupo finito
G. Mostre que

rNpHq : Hs ” rG : Hs pmod pq

em que NpHq denota o normalizador de H em G.

31. Seja G ď Sn um subgrupo transitivo. Mostre: |G| ” 0
pmod nq.

32. Seja G um grupo finito e seja G ü S uma ação tran-
sitiva com |S| ě 2. Mostre que existe g P G sem pontos
fixos.

33. Seja X um conjunto qualquer e seja G ď SX . Suponha
que G seja abeliano e que G aja transitivamente sobre X.
Mostre que Stabpxq é trivial para todo x P X.

34. Seja N P Ną0 e seja

ΓpNq
def
“

#

ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a, d ” 1 pmod Nq,
b, c ” 0 pmod Nq

+

o subgrupo de SL2pZq formado pelas matrizes “congruentes
a identidade” módulo N . Sejam ainda

Γ0pNq “

#

ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c ” 0 pmod Nq

+

Γ1pNq “

#

ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a, d ” 1 pmod Nq,
c ” 0 pmod Nq

+

os subgrupos SL2pZq formado pelas matrizes “triangulares
superiores e unipotentes” módulo N .

(a) Mostre que ΓpNq, Γ0pNq e Γ1pNq possuem ı́ndice finito
em SL2pZq.

(b) Mostre que Γ1pNq Ÿ Γ0pNq e que Γ0pNq{Γ1pNq –

pZ{NZqˆ.

(c) Sejam A1, . . . , Ar representantes das classes laterais à di-
reita de Γ0pNq em SL2pZq. Se D Ď H é um domı́nio fun-
damental para a ação SL2pZq ü H por transformações
de Möbius, mostre que

D1 “ A1 ¨D YA2 ¨D Y ¨ ¨ ¨ YAr ¨D

é um domı́nio fundamental para a ação Γ0pNq ü H.

35. Seja Γ0pNq como no exerćıcio anterior. Temos que
Γ0pNq, como subgrupo de SL2pRq, age sobre o semiplano de
Poincaré H via transformações de Möbius.

(a) Mostre que Γ0p11q possui ı́ndice 12 em SL2pZq.

(b) Mostre que, na figura a seguir, cada uma das regiões A,
B, C, D são a união de três domı́nios fundamentais para
SL2pZq.

0 11
2

1
3

2
3

A

B

C D

(c) Mostre que a região AYB YC YD contém um domı́nio
fundamental para a ação Γ0p11q ü H.

(d) Considere os seguintes elementos de Γ0p11q:

T “

ˆ

1 1
0 1

˙

U “

ˆ

7 ´2
11 ´3

˙

V “

ˆ

8 ´3
11 ´4

˙

Mostre que T é uma translação por 1 para a direita e,
na figura a seguir, U leva o interior da circunferência de
diâmetro dado pelo intervalo real r0, 13 s no exterior da
circunferência de diâmetro r 12 ,

2
3 s, enquanto V leva o in-

terior da circunferência de diâmetro r 13 ,
1
2 s no exterior da

de diâmetro r 23 , 1s, com as orientações indicadas nas fron-
teiras.

0 1
3

1
2

2
3

1

Interprete geometricamente o quociente de H pela ação
de Γ0p11q como um toro menos um ponto i8:

i8

(e) Mostre que Γ0p11q é gerado pelas matrizes T,U, V .
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36. Sejam f : AÑ B e g : B Ñ C dois morfismos de grupos
abelianos. Mostre que existe uma sequência exata

0 kerpfq kerpg ˝ fq kerpgq

cokerpfq cokerpg ˝ fq cokerpgq 0

f

g

37. (Lema da Serpente) Considere o seguinte diagrama co-
mutativo de grupos abelianos, em que as linhas são sequências
exatas:

0 A B C 0

0 A1 B1 C 1 0

f g h

(a) Mostre que existe um morfismo de grupos δ : kerh Ñ
coker f definido da seguinte forma: dado c P kerh, es-
colha qualquer b P B tal que b ÞÑ c; então gpbq P B1

é a imagem de um único elemento a1 P A1 e definimos
δpcq “ a1.

(b) Mostre que temos uma sequência exata

0 ker f ker g kerh

coker f coker g cokerh 0

δ

38. Seja n ě 5.

(a) Seja An ü X uma ação de An sobre um conjunto finito
X com |X| ă n. Mostre que esta ação é trivial.

(b) Seja H ă An. Prove: rAn : Hs ě n.

39. Seja G um grupo. Um subgrupo H ď G é dito ca-
racteŕıstico em G se ϕpHq ď H para qualquer ϕ P AutpGq.
Mostre que:

(a) se H é caracteŕıstico em G então H Ĳ G.

(b) se K Ĳ G e se H é caracteŕıstico em K então H Ĳ G.

(c) se K Ĳ G e mdcp|K|, |G{K|q “ 1 então K é caracteŕıstico
em G.

(d) se P Ĳ G é o único p-Sylow de G (p primo) então P é
caracteŕıstico em G.

40. Neste exerćıcio, apresentamos uma outra demonstração
dos dois primeiros teoremas de Sylow. Seja p um primo.

(a) Prove: todo grupo finito G é isomorfo a um subgrupo de
GLnpZ{pZq para algum n ě 1. Dica: utilize o teorema
de Cayley e matrizes de permutação.

(b) Seja G um grupo cuja ordem é um múltiplo de p e su-
ponha que G possua um p-Sylow P . Seja K ď G um
subgrupo qualquer cuja ordem é um múltiplo de p. Mos-
tre que existe um conjugado gPg´1 (g P G) de P tal que
gPg´1 X K é um p-Sylow de K. Para isto, considere a
ação de translação à esquerda K ü G{P de K sobre o
conjunto das classes laterais à esquerda de P ; mostre que
StabpgP q “ gPg´1 XK e conclua que gPg´1 XK é um
p-Sylow de K para algum g P G.

(c) Utilizando os itens anteriores, mostre que se |G| é diviśıvel
por p então G possui um p-Sylow.

(d) Utilizando o item (b), mostre que qualquer p-subgrupo de
G está contido em algum p-Sylow e que todos os p-Sylows
são conjugados entre si.

41. (Complexidade) Seja G um grupo finito. Mostre:

(a) se |G| “ pq com p, q primos, então G é solúvel.

(b) se p ă q ă r são números primos e |G| “ pqr então G
não é simples. Mostre ainda que G é solúvel.

(c) se |G| “ pea com p primo e 1 ď a ă p, então G não é
simples.

(d) se |G| “ p2q com p, q primos, então G não é simples.

(e) se H é um subgrupo próprio de G tal que |G| ą r!, em
que r “ rG : Hs, então G não é simples. Dica: considere
a ação de translação à esquerda G ü G{H de G sobre o
conjunto das classes laterais à esquerda de H, que define
um morfismo de grupos φ : GÑ Sr.

(f) Mostre que, com exceção dos grupos de ordem prima,
todo grupo de ordem estritamente menor do que 60 não
é simples. Mostre que todo grupo de ordem estritamente
menor do que 60 é solúvel. Dentre estes, quais são neces-
sariamente nilpotentes?

42. Determine o número de p-Sylows em GL3pFpq.

43. Mostre:

(a) não existem grupos simples com as seguintes ordens:

12 “ 22 ¨ 3 30 “ 2 ¨ 3 ¨ 5 56 “ 23 ¨ 7
80 “ 24 ¨ 5 105 “ 3 ¨ 5 ¨ 7 132 “ 22 ¨ 3 ¨ 11

306 “ 2 ¨ 32 ¨ 17 351 “ 33 ¨ 13 380 “ 22 ¨ 5 ¨ 19
495 “ 32 ¨ 5 ¨ 11 616 “ 23 ¨ 7 ¨ 11 858 “ 2 ¨ 3 ¨ 11 ¨ 13

870 “ 2 ¨ 3 ¨ 5 ¨ 29 992 “ 25 ¨ 31 1365 “ 3 ¨ 5 ¨ 7 ¨ 13
1722 “ 2 ¨ 3 ¨ 7 ¨ 41 3875 “ 53 ¨ 31 5103 “ 36 ¨ 7
8883 “ 33 ¨ 7 ¨ 47

(b) não existem grupos simples com as seguintes ordens:

24 “ 23 ¨ 3 36 “ 22 ¨ 32 48 “ 24 ¨ 3
96 “ 25 ¨ 3 108 “ 22 ¨ 33 160 “ 25 ¨ 5
192 “ 26 ¨ 3 320 “ 26 ¨ 5 324 “ 22 ¨ 34

384 “ 27 ¨ 3 520 “ 23 ¨ 5 ¨ 13 640 “ 27 ¨ 5
648 “ 23 ¨ 34 750 “ 2 ¨ 3 ¨ 53 768 “ 28 ¨ 3
972 “ 22 ¨ 35 1280 “ 28 ¨ 5 1536 “ 29 ¨ 3
2560 “ 29 ¨ 5 2862 “ 2 ¨ 33 ¨ 53 8505 “ 35 ¨ 5 ¨ 7

(c) não existem grupos simples com as seguintes ordens:

72 “ 23 ¨ 32 150 “ 2 ¨ 3 ¨ 52 216 “ 23 ¨ 33

270 “ 2 ¨ 33 ¨ 5 300 “ 22 ¨ 3 ¨ 52 392 “ 23 ¨ 72

450 “ 2 ¨ 32 ¨ 52 600 “ 23 ¨ 3 ¨ 52 784 “ 24 ¨ 72

945 “ 33 ¨ 5 ¨ 7 2835 “ 34 ¨ 5 ¨ 7 3159 “ 35 ¨ 13
3393 “ 32 ¨ 13 ¨ 29 4125 “ 3 ¨ 53 ¨ 11 5145 “ 3 ¨ 5 ¨ 73

9477 “ 36 ¨ 13

44. Seja G um grupo de ordem n.
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(a) Mostre que se n “ p ¨q com p ă q primos e q ı 1 pmod pq
então G é ćıclico.

(b) Mostre que se n é um dos números a seguir, então G é
abeliano.

1 2 3 4 5 7 9 11 13
15 17 19 23 25 29 31 33 35
37 41 43 45 47 49 51 53 59
61 65 67 69 71 73 77 79 83
85 87 89 91 95 97 99 101 103
107 109 113 115 119 121 123 127 131
133 137 139 141 143 145 149 151 153
157 159 161 163 167 169 173 175 177
179 181 185 187 191 193 197 199

(c) Para quais valores de n do item anterior G é necessaria-
mente ćıclico?

(d) Prove: dados dois primos p e q tais que q | p ´ 1, prove
que existe um grupo G não abeliano de ordem pq.

45.

(a) Quantos elementos de ordem 5 há em um grupo de ordem
20?

(b) Mostre que nenhum grupo de ordem 224 é simples.

46. Seja G um grupo simples de ordem 168. Quantos ele-
mentos de ordem 7 há em G?

47. Seja G um grupo abeliano tal que |G| ” 2 pmod 4q.
Mostre que existe um único elemento de ordem 2 em G.

48. Seja P um p-Sylow de G. Mostre: se H ě NpP q então
rG : Hs ” 1 pmod pq.

49. Seja P um p-Sylow de G. Prove: se H Ĳ G e P Ĳ H
então P Ĳ G.

50. Seja G um grupo e seja σ P AutpGq um automorfismo
de ordem 2 cujo único ponto fixo é e P G.

(a) Mostre que a seguinte função é injetora:

G ãÑ G

x ÞÑ σpxq ¨ x´1

(b) Se G é finito, mostre que σpxq “ x´1 para todo x P G.
Conclua que G é abeliano.

2 Polinômios

51. Sejam a1, . . . , an inteiros distintos. Prove:
px´ a1q

2
px´ a2q

2
¨ . . . ¨ px´ anq

2
` 1 é irredut́ıvel em Zrxs.

52. Mostre que o polinômio px2 ` xq2
n

` 1 é irredut́ıvel em
Qrxs para todo inteiro positivo n. Dica: analisando módulo
2, mostre que posśıveis fatores deste polinômio são da forma
px2`x`1qk`2ppxq para algum ppxq P Zrxs. Agora substitua
x “ ω.

53. Mostre que o polinômio anx
n`an´1x

n´1`¨ ¨ ¨`a0 P Zrxs
é irredut́ıvel sobre Q se a0 é um número primo e |a0| ą
|a1| ` |a2| ` ¨ ¨ ¨ ` |an|.

54. Dados polinômios f1pxq, f2pxq, . . . , fnpxq P Zrxs, mos-
tre que existe um polinômio gpxq redut́ıvel em Zrxs tal que
gpxq ` fipxq é irredut́ıvel em Zrxs para todo 1 ď i ď n.

55. (OBM) Prove que o polinômio fpxq “ x5 ´ x4 ´ 4x3 `
4x2 ` 2 não admite ráızes da forma n

?
r com r P Q e n P N,

n ą 1.

56. Seja fpnq o número de coeficientes ı́mpares de px2`x`
1qn. Mostre que, para todo m P N, fp2mq “ 3 e

fp2m ´ 1q “
2m`2 ` p´1qm`1

3

57. Seja fpxq P Krxs um polinômio irredut́ıvel de grau
p primo e sejam θ1, . . . , θp as ráızes de fpxq. Suponha que
θ2 P Kpθ1q. Mostre que Kpθ1q é o corpo de ráızes de fpxq.

58. Sejam Mpxq e Npxq polinômios mônicos e irredut́ıveis
em Qrxs. Suponha que Mpxq e Npxq tenham ráızes α e β, res-
pectivamente, tais que α` β P Q. Prove que Mpxq2 ´Npxq2

possui uma raiz racional.

59. Seja fpxq P Qrxs e seja α P R tal que α3 ´ 1992α “

pfpαqq
3
´ 1992 ¨ fpαq “ ´33. Prove que, para todo n ě 1,

´

f pnqpαq
¯3

´ 1992 ¨ f pnqpαq “ ´33,

em que f pnqpαq “ fpfp. . . f
loooomoooon

n vezes

pαqqq e n é um inteiro positivo.

60. Mostre que o polinômio x4`1 é redut́ıvel sobre Fp para
todo primo p.

61. (Último Teorema de Fermat—versão baby) Seja n P

Ną0 com n ě 3. Mostre que não existem polinômios
apxq, bpxq, cpxq P Crxs, todos não constantes, tais que

`

apxq
˘n
`
`

bpxq
˘n
“
`

cpxq
˘n

Dica: fatore o lado esquerdo como
ś

0ďjănpapxq`ζ
jbpxqq em

que ζ “ e2πi{n.

62. Sejam p um primo p e fpxq P Fprxs um polinômio ir-
redut́ıvel de grau n. Seja r P Falg

p uma raiz de fpxq. Mostre

que as ráızes de fpxq são precisamente r, rp, rp
2

, . . . , rp
n

“ r.

63. Seja p um primo. Mostre que há
`

p
2

˘

polinômios mônicos
irredut́ıveis de grau 2 em Fprxs e que o produto destes po-
linômios é

pxp ´ xqp´1 ` 1

64. Seja α “ ζ ` ζ3 ` ζ9 em que ζ “ e2πi{13. Seja
fpxq “ x4 ` x3 ` 2x2 ´ 4x` 3.

(a) Mostre que fpxq é o polinômio minimal de α sobre Q.

(b) Se fpxq possui raiz em Fp, p primo, então p ” 0, 1, 3, 9
pmod 13q.

65. Sejam p um primo e fpxq P Fprxs um polinômio se-
parável. Mostre que existe um n P N tal que fpxq | xp

n

´ x.
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66. Seja q uma potência de primo. Defina a função zeta
como

Zptq “
1

1´ t

ź

f

1

1´ tdeg f

em que f percorre o conjunto dos polinômios mônicos irre-
dut́ıveis em Fq. Prove que Zptq é uma função racional (i.e.,
Zptq P Qptq “ FracQrts) e determine-a explicitamente.

67. Seja k um corpo. Dado fpxq P krxs, mostre que
existe um múltiplo gpxq de fpxq tal que todos os expoen-
tes dos monômios não nulos de gpxq são primos. Por exem-
plo, se fpxq “ x4 ` 20x ´ 2 em Qrxs, então podemos tomar
gpxq “ x11 ´ 4x7 ´ 400x5 ` 4x3.

3 Anéis e Corpos

68. Seja L Ě K uma extensão algébrica de corpos. Suponha
que A seja um anel tal que L Ě A Ě K (como subanel de L).
Mostre que A é um corpo.

69. Seja R um domı́nio que é uma C-álgebra de dimensão
finita (i.e., R tem dimensão finita como C-espaço vetorial).
Mostre que R “ C.

70. Mostre que o anel K “ F3rxs{px
3 ` 2x` 1q é um corpo

com 33 elementos e que x P K é um gerador do grupo ćıclico
Kˆ. Mostre ainda que L “ F3rxs{px

3`2x`2q também é um
corpo com 33 elementos e portanto isomorfo a K. Escreva ex-
plicitamente este isomorfismo. Verifique que x P K não gera
Lˆ e encontre um gerador deste grupo.

71. Mostre:

(a) Zris{pa` biq – Fp em que p é um primo da forma 4k ` 1
ou p “ 2 e a2 ` b2 “ p, a, b P Z.

(b) Zris{ppq é uma extensão de grau 2 de Fp se p é um primo
da forma 4k ` 3.

72. Em Zris, mostre que

(a) α9 ´ α é múltiplo de 3 para todo α P Zris.

(b) α5 ´ α é múltiplo de 2` i para todo α P Zris.

Você consegue generalizar os resultados acima?

73. Sejam a1, . . . , an P N e α “
?
a1 ` ¨ ¨ ¨ `

?
an. Se α R Z,

mostre que α é irracional.

74. Seja ω “ e2πi{3 e considere o corpoK “ Qrω 3
?

2s. Prove:
a equação x2 ` y2 “ ´1 não tem solução com x, y P K.

75. Seja q uma potência de um primo p. Determine
os autovalores e autovetores do automorfismo de Frobenius
Φ: Fq

«
Ñ Fq, visto como aplicação Fp-linear.

76. Seja Fq um corpo finito e sejam a, b P Fˆq . Mostre que

(a) qualquer elemento em Fq é soma de dois quadrados per-
feitos em Fq.

(b) existem x, y P Fq tais que ax2 ` by2 “ ´1.

77. Seja q uma potência de primo. Em Fq, mostre que

(a) (Teorema de Wilson)
ś

aPFˆq

a “ ´1

(b)
ř

aPFq

an “

#

´1 se q ´ 1 | n

0 caso contrário

78. (Miklós-Schweitzer) Seja p ą 3 um primo satisfazendo
p ” 3 pmod 4q. Prove:

ź

1ďx‰yďpp´1q{2

px2 ` y2q ” 1 pmod pq

79. Seja K Ě Q uma extensão de corpos de grau 15. Prove
que

?
2 R K.

80. Sejam α “ e2πi{17 e β “ e2πi{23. É posśıvel que
β “ fpαq para algum fpxq P Qrxs?

81. Seja K “ Qpαq onde α é raiz de x3`2x`1. O polinômio
x3 ` x` 1 possui raiz em K?

82. Seja p um número primo e seja α “
p
?

2. Seja
gpxq P Qrxs um polinômio com deg gpxq ă p. Mostre que
α P Qpgpαqq. Por outro lado, mostre que existe um polinômio
gpxq P Qrxs com deg gpxq ă 4 tal que 4

?
2 R Qpgp 4

?
2qq.

83. Seja α P C algébrico sobre Q. Mostre que se rQpαq : Qs
é ı́mpar, então Qpαq “ Qpα2q.

84. Seja ppxq P Qrxs um polinômio irredut́ıvel de grau n e
seja L Ą Q uma extensão de grau m onde mdcpm,nq “ 1.
Prove que ppxq também é irredut́ıvel em Lrxs. Conclua que
x3 ´ 2 e x3 ´ 3 são irredut́ıveis sobre Qpiq.

85. Seja fpxq um polinômio irredut́ıvel em Qrxs de grau n
e seja gpxq P Qrxs um polinômio qualquer. Mostre que todo
fator irredut́ıvel de fpgpxqq tem grau diviśıvel por n.

86. Seja B Ě A uma extensão de anéis comutativos. Um
elemento β P B é dito integral sobre A se β é raiz de um
polinômio mônico fpxq P Arxs.

(a) Mostre que se A e B são corpos, então β P B é integral
sobre A se, e só se, β é algébrico sobre A.

(b) Mostre que β P B é integral sobre A se, e só se, o subanel
Arβs Ď B é um A-módulo finitamente gerado.

87. Seja L Ě K uma extensão de corpos e suponha que
K seja algebricamente fechado em L, ou seja, se β P L é
algébrico sobre K então β P K. Mostre que se fpxq P Krxs
é um polinômio irredut́ıvel em Krxs, então fpxq é irredut́ıvel
também em Lrxs.

88. Mostre que Crx, y, z, ws{pxw ´ yzq é domı́nio, mas não
um DFU.

89. Prove que o anel quociente

Crx, ys
px2 ` y2 ´ 1q

é um DFU.
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90. Seja A “ tf : r0, 1s Ñ R | f é cont́ınuau o anel de
funções cont́ınuas e seja P P r0, 1s. Defina

IP “ tf P A | fpP q “ 0u

(a) Mostre que IP é um ideal maximal de A.

(b) Descreva Aˆ.

(c) Mostre que todo ideal maximal m de A é da forma IP
para algum P . Para isto, suponha por contradição que
para cada ponto P P r0, 1s, existe uma função gP P m tal
que gP pP q ‰ 0. Usando compacidade, exiba uma função
em m que não se anula em todo r0, 1s.

91.

(a) Determine o kernel dos seguintes morfismos:

α : Zrxs Ñ R β : Crx, ys Ñ Crts

fpxq ÞÑ fp1`
?

2q fpx, yq ÞÑ fpt2, t3q

γ : Crx, ys Ñ Crts
fpx, yq ÞÑ fpt2 ´ t, t3 ´ t2q

(b) Mostre que imβ é o conjunto dos polinômios pptq tais que
p1p0q “ 0.

(c) Mostre que im γ é o conjunto dos polinômios pptq tais que
pp0q “ pp1q. Dê uma interpretação geométrica.

92. Mostre que o morfismo de anéis

Crx, ys
pxy, x2 ` y2 ´ 1q

«
Ñ Cˆ Cˆ Cˆ C

fpx, yq ÞÑ
`

fp1, 0q; fp0, 1q; fp´1, 0q; fp0;´1q
˘

é um isomorfismo. Interprete geometricamente em termos de
funções polinomiais de curvas no plano.

93. Para qualquer quatérnion q P H, denote por q o seu
conjugado.

(a) Um quatérnion puro u é um quatérnion tal que u “ ´u,
i.e., um quatérnion com parte real 0: u “ xi`yj`zk para
x, y, z P R. Sejam u e v dois quatérnions puros. Mostre
que

uv “ uˆ v´ u ¨ v, uˆ v “
uv ´ vu

2
u ¨ v “ ´

uv ` vu

2

em que u ˆ v denota o produto vetorial e u ¨ v P R, o
produto escalar de u e v (interpretados como vetores em
R3).

(b) Mostre que, para qualquer q P Hˆ, se v é um quatérnion
puro então qvq´1 também é um quatérnion puro. In-
terpretando v como um vetor em R3, mostre que a con-
jugação v ÞÑ qvq´1 é uma transformação R-linear que
preserva ângulos, comprimentos e orientação, logo per-
tence a SO3pRq.

(c) Mostre que SU2pCq “ Hˆ X SL2pCq e que todo q P
SU2pCq se escreve como q “ cosp θ2 q ` senp θ2 qu com u
um quatérnion puro de norma 1. Usando u “ pq ´ qq{2,
mostre que quq´1 “ u. Portanto, se v é um quatérnion
puro, v ÞÑ qvq´1 é uma rotação em R3 em torno da reta
determinada por u.

(d) Mostre que o ângulo da rotação v ÞÑ qvq´1 do item an-
terior é θ. Dica: sendo e um quatérnion puro de norma 1
que é perpendicular a u (como vetor no R3), basta calcu-
lar o produto vetorial eˆ qeq´1; utilize e2 “ u2 “ ´1.

(e) Mostre que o mapa φ : SU2pCq Ñ SO3pRq que leva
q P SU2pCq na rotação v ÞÑ qvq´1 é um morfismo de
grupos com kernel ˘1. Interpretando SU2pCq como S3

(a esfera real de dimensão 3), conclua que SO3pRq é ho-
meomorfo a P3

R (com a topologia quociente de R4).

4 Espaços vetoriais

Nos exerćıcios a seguir, a menos de menção contrária, k de-
nota um corpo, V e W denotam k-espaços vetoriais.

94. Para d P N, seja krx1, . . . , xnsd o conjunto de todos os
polinômios fpx1, . . . , xnq P krx1, . . . , xns que são homogêneos
de grau d, juntamente com 0 (um polinômio é dito ho-
mogêneo se é uma combinação linear de monômios de mesmo
grau; por exemplo, x2´3xy`y2 é homogêneo de grau 2, mas
x3 ` 2xy não é homogêneo). Sejam fpxq, gpxq P krzs dois
polinômios de graus m,n, respectivamente. Mostre que

T : krx, ysďd Ñ krxsďpm`nqd

ppx, yq ÞÑ ppfpzq, gpzqq

é uma transformação linear. Mostre que T não é injetora para
d suficientemente grande e conclua que existe um polinômio
não nulo ppx, yq P krx, ys tal que ppfpzq, gpzqq “ 0

95. Seja X um conjunto qualquer e seja

V “ tf : X Ñ k | f é funçãou

o conjunto de todas as funções de X para k.

(a) Verifique que V é um k-espaço vetorial e que dimk V “

|X| se X é finito.

(b) Se x1, . . . , xn P X e f1, . . . , fn P V são tais que fipxiq ‰ 0
para i “ 1, . . . , n e fipxjq “ 0 se i ‰ j, então f1, . . . , fn
são linearmente independentes sobre k.

(c) Se π : X Ñ X é uma função qualquer, verifique que o
mapa

Tπ : V Ñ V

f ÞÑ f ˝ π

é uma transformação linear de V em V . Encontre os au-
tovalores e autovetores correspondentes de Tπ no caso em
que k “ C, X “ t1, 2, 3u e π : X Ñ X é a permutação

circular π “

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

.

96. Seja n ě 2 um inteiro. Mostre que qualquer base do
espaço vetorial Mnpkq deve conter duas matrizes A e B tais
que AB ‰ BA.
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97. Considere os seguintes vetores em Rn:

v1 “ pa11, a12, . . . , a1nq

v2 “ pa21, a22, . . . , a2nq

...

vn “ pan1, an2, . . . , annq

Suponha que aii ą 0, aij ă 0 para i ‰ j e que
ř

1ďkďn aik ą 0
para todo 1 ď i, j ď n (i.e., a matriz paijq1ďi,jďn tem diago-
nal e soma das linhas positivas e entradas fora da diagonal
negativas). Mostre que os vetores v1, . . . , vn são linearmente
independentes sobre R.

98. Sejam V e W dois Fq-espaços vetoriais com dimFq V “
m e dimFq W “ n. Determine

(a) |V | e |V _|

(b) a quantidade de subespaços de dimensão 1 em V

(c) a quantidade de subespaços de dimensão d em V

(d) |HomFq
pV,W q|

(e) a quantidade de isomorfismos T : V
«
Ñ V

99. Mostre que

(a) R, quando visto como um espaço vetorial sobre Q, não
possui dimensão finita.

(b) o conjunto

tlnppq P R | p P N é primou

é linearmente independente sobre Q.

(c) existe no máximo um número primo p para o qual lnppq
é racional.

100. Suponha que dimk V ă 8 e seja T : V Ñ V uma
transformação linear. Prove: existe n0 P N tal que, para todo
n ě n0,

kerTn “ kerTn`1 e imTn “ imTn`1

101. (Dedekind) Seja G um grupo. Seja

V “ tf : GÑ k | f é funçãou

o k-espaço vetorial de todas as funções de G em k. Sejam
f1, . . . , fn : G Ñ kˆ morfismos de grupos, dois a dois distin-
tos. Mostre que f1, . . . , fn : G Ñ kˆ, vistos como elementos
de V , são k-linearmente independentes (Dica: utilize indução
sobre n.)

102. Seja k um corpo.

(a) Mostre que um polinômio fpxq P krxs de grau n possui
no máximo n ráızes em k.

(b) Mostre que fpxq “ x2 ´ 1 P Z{8Zrxs possui 4 ráızes no
anel Z{8Z “ t0, 1, . . . , 7u (inteiros módulo 8).

(c) Se k é infinito e fpx1, . . . , xnq P krx1, . . . , xns é um po-
linômio não nulo, mostre existe pa1, . . . , anq P k

n tal que
fpa1, . . . , anq ‰ 0 (Dica: indução em n).

(d) Seja p um número primo. Encontre fpx1, . . . , xnq P
Fprx1, . . . , xns não nulo tal que fpa1, . . . , anq “ 0 para
todo pa1, . . . , anq P Fnp (Dica: pelo pequeno teorema de
Fermat, então ap ” a pmod pq para todo a P Z).

103. Sejam k um corpo e V um k-espaço vetorial com
dimk V ă 8.

(a) Se W Ĺ V é um k-subespaço vetorial próprio de V (i.e.,
W ‰ V ), mostre que existe ` P V _ não nulo tal que
`pwq “ 0 para todo w PW .

(b) Mostre que se k é infinito então V não é uma união de uma
quantidade finita de subespaços vetoriais de dimensão
estritamente menor do que dimk V . Por exemplo, para
k “ R e V “ R2, temos que R2 não pode ser escrito como
uma união finita de retas passando pela origem (Dica:
use o item (a) juntamente com o exerćıcio anterior).

(c) Por outro lado, mostre que se k “ Fq e dimFq
V ě 2,

então V é uma união finita de subespaços de dimensão 1
(faça um desenho para k “ F5 e V “ F2

5 ilustrando este
fato).

104. Seja V um k-espaço vetorial de dimensão finita.

(a) Mostre que

φ : HomkpV, V q Ñ HomkpV
˚, V ˚q

T ÞÑ T t

é um isomorfismo. Aqui, T t denota a transposta de T ,
isto é, o mapa induzido por composição com T :

T t : V ˚ Ñ V ˚

` ÞÑ ` ˝ T

(b) Dada uma base B de V e a base dual correspondente B˚,

considere os isomorfismos de anéis τB : HomkpV, V q
«
Ñ

Mnpkq e τB˚ : HomkpV
˚, V ˚q

«
Ñ Mnpkq. Descreva φ ex-

plicitamente em termos de matrizes, i.e., descreva τB˚ ˝

φ ˝ τ´1
B : Mnpkq ÑMnpkq.

105. Seja P pRq o espaço vetorial de todos os polinômios
com coeficientes reais. Para números reais a e b fixos, seja
f : P pRq Ñ R o funcional linear

fpppxqq “

ż b

a

pptq dt.

Se D : P pRq Ñ P pRq é o operador de derivação, o que é
Dtpfq? (Dt denota a transposta de D).

106. No espaço V “ Rrxsď2 (já vimos esta notação antes!),
defina os seguintes funcionais lineares:

f1pppxqq “

ż 1

0

pptq dt, f2pppxqq “

ż 2

0

pptq dt,

f3pppxqq “

ż ´1

0

pptq dt.

Mostre que B “ tf1, f2, f3u é uma base de V ˚ e exiba uma
base de V da qual B é a base dual.
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107. Sejam r ě n dois inteiros positivos, k um corpo infinito
e V um k-espaço vetorial com dimk V “ n.

(a) Prove: existe um conjunto S Ď V com |S| “ r vetores
com a propriedade de que qualquer subconjunto de S com
n vetores é linearmente independente.

(b) Dado m P N, seja s “
`

m
2

˘

¨ pn´ 1q ` 1. Prove: existe um
conjunto de s funcionais lineares `1, . . . , `s P V

_ com a
seguinte propriedade: para qualquer subconjunto T Ă V
com |T | “ m, existe i com 1 ď i ď s tal que |`ipT q| “ m
(ou seja, pelo menos um dos `i P V

_ acima “separa” os
pontos de T ).

Cuidado: note que da maneira como o problema foi for-
mulado, a escolha dos funcionais não pode depender de
T ! (Dica: pelo item (a), podemos escolher s funcionais
de modo que quaisquer n deles são k-linearmente inde-
pendentes.)

108. (Caracteŕıstica de Euler) Seja k um corpo.

(a) Dada uma sequência exata de k-espaços vetoriais

0 Ñ Vn Ñ Vn´1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ V1 Ñ V0 Ñ 0

mostre que

dimk V0 ´ dimk V1 ` dimk V2 ´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qn dimk Vn “ 0

(b) Considere a sequência de transformações k-lineares

0 Vn ¨ ¨ ¨ V1 V0 0
fn f1 f0

satisfazendo im fi Ď ker fi´1 para todo i (dizempos que
esta sequência é um complexo de k-espaços vetoriais).
Definimos o seu i-ésimo grupo de homologia como
sendo o k-espaço vetorial

hipV‚, f‚q
def
“

ker fi
im fi`1

Mostre que

χpV‚, f‚q
def
“

ÿ

0ďiďn

p´1qi dimk hipV‚, f‚q

“
ÿ

0ďiďn

p´1qi dimk Vi

Esta soma alternada χpV‚, f‚q é a chamada carac-
teŕıstica de Euler do complexo; a igualdade acima é a
justificativa algébrica de a fórmula v´a`f (em que v, a, f
denotam respectivamente o número de vértices, aresta e
faces) para um poliedro concordar com a soma alternada
dos números de Betti na homologia simplicial, veja por
exemplo Hatcher, theorem 2.44, p.146.

109. Dado A P HomkpV, V q, defina o elemento τA P

HomkpV, V q
_ dado por

τA : HomkpV, V q Ñ k

T ÞÑ TrpA ˝ T q

Mostre que

HomkpV, V q
«
Ñ HomkpV, V q

_

A ÞÑ τA

é um isomorfismo de k-espaços vetoriais.

110. Prove os seguintes isomorfismos canônicos:

(a) Homkpk, V q “ V

(b) k b V “ V

(c) HomkpV,
ś

iPIWiq “
ś

iPI HomkpV,Wiq

(d) Homkp
À

iPI Vi,W q “
ś

iPI HomkpVi,W q

(e) V bW “W b V

(f)
`
À

iPI Vi
˘

bW “
À

iPIpVi bW q

(g) HomkpU, V q bW “ HomkpU, V bW q

(h) HomkpV,W q “ V _ bW

(i) pV bW q_ “ V _ bW_

(j) HomkpV {U,W q “ tT P HomkpV,W q | T pUq “ 0u

(k) HomkpU b V,W q “ HomkpU,HomkpV,W qq

111. Sejam v1, . . . , vr e w1, . . . , wr dois conjuntos de vetores
LI (em algum espaço vetorial V ). Mostre que estes conjun-
tos geram o mesmo subespaço se, e só se, v1 ^ . . . ^ vr “
λ ¨ w1 ^ . . .^ wr para algum λ P kˆ.

112. Seja R um anel comutativo e seja F um R-módulo
livre de posto finito. Mostre que o mapa

δ : F r ˆ pF_q Ñ R

pv, ŵq ÞÑ detpŵipvjqq

é R-multilinear e alternado, logo define um mapa δ :
Źr

F ˆ
Źr
pF_q Ñ R, que por sua vez induz um isomorfismo

˜

r
ľ

F

¸_

“

r
ľ

pF_q

113. Seja A P Mnpkq e seja `A P Mnpkq
_ o funcional li-

near dado por X ÞÑ TrpAXq. Mostre que A ÞÑ `A é um
isomorfismo entre Mnpkq e Mnpkq

_.

114. Se U é um subespaço de V , prove que existe um su-
bespaço W de V tal que V “ U ‘W .

115. Se U1 e U2 são subespaços de dimensão finita do espaço
V , prove que

dimkpU1 ` U2q “ dimkpU1q ` dimkpU2q ´ dimkpU1 X U2q.

116. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o
corpo infinito k. Se U1 e U2 são subespaços de V tais que
dimk U1 “ dimk U2, prove que existe um subespaço W de V
tal que V “ U1 ‘W “ U2 ‘W .

117. Seja V um espaço de dimensão finita e T : V Ñ V uma
transformação linear. Se T ˝T “ 0, prove que 2 dimk impT q ď
dimk V .

118. Se N P M3pCq é uma matriz nilpotente, prove que
A “ I ` 1

2N ´ 1
8N

2 satisfaz A2 “ I ` N , isto é, A é uma
raiz quadrada de I `N . Use a expansão em série da função
fpzq “ p1` zq1{2 para obter uma fórmula similar para a raiz
quadrada de I ` N quando N é uma matriz nilpotente de
ordem n.
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119. Inspirado(a) pelo exerćıcio anterior, mostre que a ma-
triz λI `N possui uma raiz quadrada quando N P MnpCq é
nilpotente e λ ‰ 0. Então use a forma canônica de Jordan
para mostrar que toda matriz complexa inverśıvel possui uma
raiz quadrada.

120. Seja n ě 2 um inteiro positivo e seja N P MnpRq
uma matriz tal que Nn “ 0 mas Nn´1 ‰ 0. Prove que N
não possui raiz quadrada, isto é, que não existe uma matriz
A PMnpRq tal que A2 “ N .

121. Seja A PMnpCq tal que para todo inteiro k ě 1 temos
TrpAkq “ 0. Prove que A é nilpotente.

5 Matrizes e Determinantes

122. Seja θ um número real. Mostre que as matrizes
ˆ

cos θ ´ sen θ
sen θ cos θ

˙

e

ˆ

eiθ 0
0 e´iθ

˙

são semelhantes sobre o corpo C dos números complexos.

123. (Matriz de Vandermonde) Mostre que o determinante
da matriz

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1 ¨ ¨ ¨ 1
a1 a2 a3 ¨ ¨ ¨ an
a21 a22 a23 ¨ ¨ ¨ a2n
...

...
...

. . .
...

an´1
1 an´1

2 an´1
3 ¨ ¨ ¨ an´1

n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

é igual a
ź

1ďiăjďn

paj ´ aiq.

124. Dizemos que um conjunto de pontos X Ď kn está
em posição geral se não existe um subconjunto S “

tv1, . . . , vn`1u Ď X de n ` 1 pontos em X contidos em um
hiperplano de kn (i.e., se v2 ´ v1, v3 ´ v1, . . . , vn`1 ´ v1 são
linearmente independentes sobre k). Mostre que os pontos
da “curva” X “ tpt, t2, . . . , tnq P kn | t P ku estão em posição
geral.

125. Dado n P N, seja ω “ e2πi{n P C, uma raiz n-ésima da
unidade. Considere a matriz em MnpCq

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 a2 a3 . . . an
an a1 a2 . . . an´1

an´1 an a1 . . . an´2

...
a2 a3 a4 . . . a1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

em que cada linha é um “shift circular” da linha anterior.
Considere a transformação linear T : Cn Ñ Cn dada por A
na base standard.

(a) Mostre que os vetores vj “ p1, ω
j , ω2j , . . . , ωpn´1qjq P Cn

são autovetores de T para j “ 0, 1, . . . , n´ 1.

(b) Prove:

detA “
ź

0ďjďn´1

pa1 ` a2ω
j ` a3ω

2j ` ¨ ¨ ¨ ` anω
pn´1qjq

126. Se M é uma matriz quadrada de números complexos,
mostre que o traço de M é a soma dos autovalores de M (cada
um contado com sua multiplicidade algébrica).

127. Se λ1, . . . , λn são números reais não nulos, mostre que
o determinante da matriz

¨

˚

˚

˚

˝

1` λ1 1 ¨ ¨ ¨ 1
1 1` λ2 ¨ ¨ ¨ 1
...

...
. . .

...
1 1 ¨ ¨ ¨ 1` λn

˛

‹

‹

‹

‚

é igual a pλ1λ2 ¨ ¨ ¨λnq
´

1` 1
λ1
` ¨ ¨ ¨ ` 1

λn

¯

.

128. Se A P MnpRq é uma matriz anti-simétrica (isto é,
At “ ´A) e n é ı́mpar, prove que detpAq “ 0.

129. Seja A P MnpZq uma matriz cujas entradas são todas
iguais a 1 ou ´1. Prove que detpAq é diviśıvel por 2n´1.

130. Ana e Beto jogam o seguinte jogo: no ińıcio, existe uma
matriz quadrada de ordem n vazia. Alternadamente, Ana e
Beto escrevem números reais em cada uma das n2 posições
da matriz, sendo que Ana começa o jogo. Ao final, o deter-
minante da matriz obtida é calculado. Se o determinante for
diferente de zero, Ana vence. Se o determinante for igual a
zero, o vencedor é Beto.

(a) Se n é par, mostre que Beto possui uma estratégia ven-
cedora.

(b) (jogo da velha ńıvel hard) Se n “ 3, qual jogador possui
a estratégia vencedora?

131. Seja Fn o n-ésimo número de Fibonacci, isto é, F0 “ 0,
F1 “ 1 e Fn`2 “ Fn`1 ` Fn para n ě 0.

(a) Determine uma transformação linear T : R2 Ñ R2 tal que
T pFn´1, Fnq “ pFn, Fn`1q para todo n ě 1.

(b) Seja A a matriz de T na base canônica de R2. Determine
P P M2pRq inverśıvel tal que P´1AP seja uma matriz
diagonal.

(c) Calcule An para todo n ě 0 e deduza que

Fn “
1
?

5

˜

ˆ

1`
?

5

2

˙n

´

ˆ

1´
?

5

2

˙n
¸

.

para todo n ě 0.

6 Polinômios minimal e caracteŕısti-
co

132. Encontre o polinômio caracteŕıstico da multiplicação
por

?
2`

?
3 em Qp

?
2,
?

3q.

133. Seja N uma matriz quadrada de ordem 2 sobre os com-
plexos. Se N2 “ 0, prove que N “ 0 ou que N é semelhante
sobre C à matriz

ˆ

0 0
1 0

˙

.
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134. Sejam S P HomkpV, V q e T P HomkpW,W q com po-
linômios caracteŕısticos ppxq, qpxq P krxs, respectivamente.
Mostre que

(a) o polinômio caracteŕıstico de S‘T P HomkpV‘W,V‘W q
é dado por ppxq ¨ qpxq.

(b) o polinômio caracteŕıstico de SbT P HomkpVbW,VbW q
é igual a

ś

1ďiďm
1ďjďn

px ´ αiβjq em que αi e βj denotam as

ráızes de ppxq e qpxq (listadas com multiplicidade).

135. (OBM) Definimos SLp2,Zq como o conjunto das ma-
trizes 2 ˆ 2 com coeficientes inteiros e determinante 1. Seja
A P SLp2,Zq uma matriz tal que existe n ą 0 inteiro com
An “ I. Prove que existe X P SLp2,Zq tal que X´1AX é
igual a uma das matrizes:

˘

ˆ

1 0
0 1

˙

, ˘

ˆ

0 ´1
1 1

˙

, ˘

ˆ

0 ´1
1 0

˙

, ˘

ˆ

0 ´1
1 ´1

˙

.

136. Considere o seguinte diagrama comutativo com linhas
exatas:

0 V1 V2 V3 0

0 V1 V2 V3 0

T1 T2 T3

(a) Determine o polinômio caracteŕıstico de T2 em função dos
polinômios caracteŕısticos de T1 e T3.

(b) Mostre que TrT r2 “ TrT r1 ` TrT r3 para todo r P N.

137. Seja A P MnpZq e seja λ P Q um autovalor de A.
Mostre que λ P Z.

138. Seja A P MnpCq. Mostre que as matrizes A e At são
conjugadas.

139. Seja A P Mnpkq. Verifique a seguinte identidade no
anel de séries formais MnpkqJtK:

1

detpIn ´A ¨ tq
“ exp

˜

ÿ

ně1

TrpAnq ¨
tn

n

¸

140. Se dimKpV q “ n e T P HomkpV, V q possui n autova-
lores distintos, prove que T é diagonalizável.

141. Seja T P HomCpC2,C2q um operador com apenas um
autovalor e tal que T k “ idC2 para algum natural k ‰ 0.
Mostre que T é diagonalizável.

142. Se um operador T sobre um espaço de dimensão finita
satisfaz T 2 “ T , prove que T é diagonalizável.

143. Sejam A,B P Mnpkq tais que AB “ BA. Prove: se A
é diagonalizável, o mesmo vale para B.

144. Seja S Ď HomkpV, V q um conjunto de transformações
lineares tais que AB “ BA para quaisquer A,B P S. Prove
que existe uma base de kn que diagonaliza todo A P S simul-
taneamente.

7 Espaços com produto interno

145. Seja A PMnpCq. Mostre:

(a) Existe U P UnpCq tal que UAU´1 é triangular superior.

(b) Se, além disso, AA˚ “ A˚A então existe U P UnpCq tal
que UAU´1 é diagonal.

146. (Berlekamp) Em Oddtown, existem n pessoas e m
clubes C1, . . . , Cm. Esses clubes satisfazem:

1. |Ci| é ı́mpar para qualquer i.

2. |Ci X Cj | é par para quaisquer i ‰ j.

Mostre que m ď n.

147. (Berkelamp) Em Eventown, existem n pessoas e uma
famı́lia F de m clubes. Esses clubes satisfazem:

1. |C| é par para qualquer C P F .

2. |C XD| é par para quaisquer C,D P F .

Prove que

(a) A famı́lia F tem m ď 2tn{2u clubes.

(b) Se a famı́lia F tem menos de 2tn{2u clubes, então existe
um clube C que pode ser adicionado à famı́lia sem violar
as regras de Eventown.

148. Seja V “ MnpCq, com produto interno dado por
xA,By “ TrpAB˚q. Determine o complemento ortogonal do
subespaço das matrizes diagonais.

149. Seja V o espaço vetorial real das funções reais
cont́ınuas definidas no intervalo r´1, 1s, com produto interno

xf, gy “

ż 1

´1

fptqgptq dt.

Seja W o subespaço das funções ı́mpares, isto é, funções que
satisfazem fp´tq “ ´fptq para todo t P r´1, 1s. Determine o
complemento ortogonal de W .

150. Seja W um subespaço de V , um espaço de dimensão
finita com produto interno, e seja E a projeção ortogonal de
V sobre W . Prove que xEpuq, vy “ xu,Epvqy para todos u,
v P V .

151. Em um espaço vetorial V com produto interno e di-
mensão finita, mostre que a composição de dois operadores
autoadjuntos é autoadjunto se, e somente se, estes operadores
comutam.

152. Seja V um espaço com produto interno e dimensão
finita. Se dois operadores normais comutam, prove que sua
composição também é um operador normal.

153. Prove que um operador normal em um espaço veto-
rial complexo (com produto interno e de dimensão finita) é
autoadjunto se, e somente se, todos os seus autovalores são
reais.

154. Suponha que V é um espaço vetorial complexo com
produto interno e dimensão finita e T P LpV q é um opera-
dor normal tal que T 9 “ T 8. Prove que T é autoadjunto e
T 2 “ T .
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155. Seja V um espaço vetorial complexo com produto in-
terno e T P LpV q um operador autoadjunto. Mostre que:

(a) }u` iT puq} “ }u´ iT puq} para todo u P V .

(b) u` iT puq “ v ` iT pvq se, e somente se, u “ v.

(c) I ` iT é inverśıvel.

(d) I ´ iT é inverśıvel.

156. Prove que toda matriz simétrica real possui uma raiz
cúbica.

157. Prove que um operador normal e nilpotente é o ope-
rador nulo.

158. Seja V um espaço vetorial com produto interno e di-
mensão finita. Um operador T P LpV q é não negativo se
T “ T˚ e xT puq, uy ě 0 para todo u P V . Se T é um operador
não negativo, prove que existe um operador não negativo S
tal que S2 “ T .

159. Se A P MnpCq é uma matriz positiva (isto é, A é a
matriz de uma forma sesquilinear positiva relativa a alguma
base), prove que todos os elementos da diagonal principal de
A são positivos.

160. Seja f uma forma bilinear em um espaço de dimensão
finita V . Seja W o subespaço de todos os vetores v P V tais
que fpu, vq “ 0 para todo u P V . Prove que

postopfq “ dimk V ´ dimkW.

8 Teorema de Estrutura de Módulos
sobre Domı́nios Euclidianos

161. Encontre a forma normal de Smith da seguinte matriz
com entradas em Qrxs:

ˆ

14x4 ´ 73x3 ` 119x2 ´ 48x´ 20 2x2 ´ 7x` 6
7x3 ´ 26x2 ` 20x` 8 x´ 2

˙

162. Quantos grupos abelianos de ordem 24 existem (a me-
nos de isomorfismo)? E de ordem 400?

163. (Cayley-Hamilton) Seja T P HomkpV, V q. Mostre que
ppT q “ 0 em que ppxq P krxs é o polinômio caracteŕıstico de
T .

164. Seja T P HomRpR3,R3q o operador linear que é repre-
sentado na base canônica de R3 pela matriz

¨

˝

6 ´3 ´2
4 ´1 ´2
10 ´5 ´3

˛

‚.

(a) Expresse o polinômio minimal ppxq de T na forma ppxq “
p1pxqp2pxq, em que p1pxq e p2pxq são mônicos e irre-
dut́ıveis sobre R.

(b) Seja Wi o núcleo de pipT q (i P t1, 2u). Determine bases
Bi de para os espaços Wi e escreva a matriz de T na base
B1 YB2.

165. Para cada uma das matrizes a seguir, determine

1. os polinômios caracteŕısticos e minimais.

2. a forma canônica de Jordan.

(a) T “

¨

˝

2 2 3
1 3 3

´1 ´2 ´2

˛

‚

(b) T “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0
1 ´1 0 0 ´1
1 ´1 0 0 ´1
0 0 0 0 ´1

´1 1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(c) T “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ´1 1

´1 ´1 1 1 ´1 1
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 2 0
0 0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

166. Determine a forma racional da matriz

A “

¨

˚

˚

˝

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 ´1 0
0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‚

.

167. Mostre que A PMnpkq é diagonalizável se, e só se, seu
polinômio minimal é separável (i.e., possui ráızes distintas).

168. Seja V um espaço de dimensão finita e T : V Ñ V
um operador linear tal que dimpimpT qq “ 1. Prove que T é
diagonalizável ou nilpotente, mas não ambos.

169. Seja T um operador linear no espaço de dimensão fi-
nita V , seja ppxq “ p1pxq

r1 ¨ ¨ ¨ pkpxq
rk seu polinômio minimal,

e seja V “W1‘¨ ¨ ¨‘Wk a decomposição primária de T , isto
é, Wi “ kerppipT q

riq. Se W é um subespaço de V invariante
por T , prove que

W “ pW XW1q ‘ pW XW2q ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ pW XWkq.

170.

(a) Se A e B são matrizes quadradas de ordem 3 que possuem
o mesmo polinômio caracteŕıstico e o mesmo polinômio
minimal, prove que A e B são semelhantes.

(b) Exiba duas matrizes quadradas de ordem 4 que possuem
o mesmo polinômio caracteŕıstico e o mesmo polinômio
minimal, mas não são semelhantes.

171. Seja V um espaço vetorial de dimensão n, e seja
T P HomkpV, V q um operador diagonalizável. Se T pos-
sui um vetor ćıclico, isto é, se existe u P V tal que
tu, T puq, T 2puq, . . . , Tn´1puqu é uma base de V , prove que T
possui n autovalores distintos.

172. Sejam K e L corpos tais que K Ă L, e sejam A e
B PMnpKq. Prove que A e B são semelhantes sobre K se, e
somente se, A e B são semelhantes sobre L.

173. Seja A uma matriz quadrada de ordem n com entradas
complexas. Se todos os autovalores de A são reais, prove que
A é semelhante a uma matriz com entradas reais.

174. Seja A P MnpRq uma matriz tal que A2 ` In “ 0.
Prove que n é par e que, se n “ 2k, a matriz A é semelhante
sobre o corpo dos reais à matriz

ˆ

0 ´Ik
Ik 0

˙

.

175. Seja A uma matriz complexa de ordem 5 cujo po-
linômio caracteŕıstico é fpxq “ px ´ 2q3px ` 7q2 e cujo po-
linômio minimal é ppxq “ px´ 2q2px` 7q. Qual é a forma de
Jordan de A?
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