Miscelanea algébrica
by ET

1 Grupos

1. Mostre que GLy(Fy) =~ Ss.

2. Determine a cardinalidade da érbita da matriz (é g)

na agao por conjugagio em GLo(F5).

3. Seja F, um corpo finito com g elementos. Mostre que

|GL,(Fo)| = (¢" = 1)(¢" — a)(¢" —*) ... (¢" — ¢"")

e que
_ |GLa(F,)|

L,(F
|SLn(Fg)| -1

4. Mostre que SLo(F3) e Sy possuem mesmas ordens, mas

2 1
0 Q)ESLQ(FP,)

nao sao isomorfos. Dica: considere | =

5. Seja p um primo. Na agdo GL,(F,) G F}, determine a
ordem do estabilizador de um vetor nao nulo.

6. Seja k um corpo e considere a agdo PGLa(k) G Pj.
(a) Determine Stab(o0) em que o0 = (0: 1) € P}.

(b) Mostre que se T € PGLs(k) fixa os pontos (1 :0), (1:1)
e (0:1) entdo T é a identidade.

(¢c) Mostre que, dados quaisquer trés pontos distintos
P,Q,R € P}, existe uma tnica T € PGLy(k) tal que
T(P)=(1:0),T(Q)=(1:1)eT(R)=(0:1).

7. Determine os seguintes quocientes (ou seja, encontre ex-
plicitamente grupos conhecidos que sao isomorfos a estes quo-
cientes):

8. Prove: todo subgrupo finitamente gerado de (Q,+) é
ciclico.

9. Seja G um grupo. Se g € G é um elemento de ordem
fmpar, mostre que ¢ e g? tém mesma, ordem.

10. Seja G um grupo de ordem par. Mostre que existe um
elemento a # e tal que a® = e.

11. Prove: se um grupo G possui um unico elemento a de
ordem 2, entdo a € Z(G) (aqui Z(G) denota o centro de G).

12. Seja G um grupo em que a interseccao de todos os sub-
grupos distintos de {e} é um subgrupo distinto de {e}. Prove
que todo elemento de G tem ordem finita.

13. Seja G um grupo abeliano finito.

(a) Suponha que a,b € G tém ordens m e n respectiva-
mente. Mostre que a e b geram um subgrupo de ordem
mmc(m,n).

(b) Seja g € G um elemento de ordem méxima n. Mostre que
a ordem de qualquer elemento em G divide n.

14. Sea > 1 é um inteiro, prove que n | ¢(a™ — 1) para todo
n inteiro positivo, em que ¢ é a fungao de Euler.

15. Sejam M e N subgrupos normais de G com M n N =
{e}. Prove que mn = nm para quaisquer m € M, n € N.

16. Mostre que se G é um grupo contendo dois subgrupos
normais de ordens 3 e 5 entao G possui um elemento de ordem
15.

17. Seja A qualquer conjunto com mais de 2 elementos.
Dado a € A, considere o subgrupo H(a) = {o € S4 | o(a) =
a} do grupo simétrico S4 de A. Prove que H(a) nao pode ser
normal em Sy4.

18. Seja Z(@G) o centro do grupo G.

(a) Se existe H < Z(G) tal que G/H é ciclico, entao G é
abeliano.

(b) Dé um exemplo de grupo G tal que G/Z(G) é abeliano
mas G nao é abeliano.

19. Sejam G e H grupos finitos com mdc(|G|, |H|) = 1 e seja
¢: G — H um morfismo de grupos. Mostre que ¢ é trivial.

20. Seja G um grupo finito e N <€ G um subgrupo normal.
Mostre que se mdc(| Aut(N)[, |G|) = 1 entdo N < Z(G).

21. Seja G um grupo finito.

(a) Se |G| é impar e N << G com |N| =5, entdo N < Z(G).

Z
(b) Seja p o menor primo que divide |G| e seja N < G com
|IN| = p. Prove que N < Z(G).

22. Mostre que se Aut(G) é ciclico entdo G é abeliano.

23. Seja G um grupo de ordem impar. Prove: se g, g~ ' € G
sao conjugados entre si, entao g = e.

24. Seja G um grupo finito e seja H um subgrupo. Mostre
que existe um conjunto S de elementos de G que é, simulta-
neamente, um conjunto de representantes de classe tanto a
direita quanto a esquerda.

Warning: este é um problema de grafos, nao de algebra! Vide
teorema dos casamentos de Hall para grafos bipartidos.

25. Seja G um grupo e seja p o menor primo que divide |G]|.
Suponha que H seja um subgrupo de G com [G : H] = p.
Mostre que H < G.

26. (Teorema do Ponto Fixo para p-grupos) Seja p um primo
e seja P um p-grupo. Seja P G X uma acao de P sobre um
conjunto finito X. Sendo

Xpdif{xeX|gx=xparatodogeP}

o conjunto dos pontos fixos desta acgao, prove:
[ XP|=|X] (mod p)

Em particular, se p t |X| entao existe pelo menos um ponto
x € X fixo por todo g € P.



27. (Teorema de Cauchy) Seja p um primo e seja G um grupo
abeliano finito. Mostre que se p | |G| entdo G possui um ele-
mento de ordem p. Paraisto, seja X = {(a1,az,...,a,) € GP |
aias...a, = e} e considere a agao de Z/pZ G X dada por
shifts circulares & esquerda (i.e., 1 leva a tupla (a1, as, ..., ap)
em (as, as, ..., ap,a1)). Aplique o teorema do ponto fixo para
P-grupos.

28. (Putnam) Seja p um primo e suponha que um grupo fi-
nito tenha exatamente n elementos de ordem p. Mostre que
n =0 oun+ 1 é um miltiplo de p.

29. Seja p um primo e seja G um p-grupo. Seja H < G.
Mostre que se H é ndo trivial, o mesmo ocorre com H N Z(G).

30. Seja p primo e seja H um p-subgrupo do grupo finito
G. Mostre que
[N(H): H]=[G: H] (mod p)

em que N(H) denota o normalizador de H em G.

31. Seja G < S, um subgrupo transitivo. Mostre: |G| =0
(mod n).
32. Seja G um grupo finito e seja G G S uma acdo tran-

sitiva com |S| = 2. Mostre que existe ¢ € G sem pontos
fixos.

33. Seja X um conjunto qualquer e seja G < Sx. Suponha
que G seja abeliano e que G aja transitivamente sobre X.
Mostre que Stab(z) é trivial para todo z € X.

34. Seja N € Noj e seja

F(N)d=ef{<‘; 2>€SL2(Z) a,d=1

b,c=0

(mod N), }
(mod N)

o subgrupo de SLs(Z) formado pelas matrizes “congruentes
a identidade” moédulo N. Sejam ainda

To(N) = {(‘C’ Z) € SLy(7)

Iy (N) = {(‘CL Z) € SLy(Z)

os subgrupos SLs(Z) formado pelas matrizes “triangulares
superiores e unipotentes” médulo N.

c=0 (mod N)}

a,d=1

¢c=0 (mod N)

(mod N), }

(a) Mostre que I'(N), I'g(N) e I'; (V) possuem indice finito
em SLs(Z).

(b) Mostre que T'1(N) < Tg(N) e que T'o(N)/T1(N) =~
(Z/NZ)*.

(¢) Sejam Aq,..., A, representantes das classes laterais & di-
reita de I'g(IV) em SL2(Z). Se D < H é um dominio fun-
damental para a agdo SLy(Z) G H por transformagoes
de Mo6bius, mostre que

D'=A,-DUuAy,-Du---UA,-D

¢ um dominio fundamental para a acao I'o(N) G H.

35. Seja I'g(N) como no exercicio anterior. Temos que
To(N), como subgrupo de SLs(R), age sobre o semiplano de
Poincaré H via transformagoes de Mobius.

(a) Mostre que I'g(11) possui indice 12 em SL2(Z).

(b) Mostre que, na figura a seguir, cada uma das regides A,
B, C, D sao a uniao de trés dominios fundamentais para

SLy(Z).
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(¢) Mostre que a regiao A u B u C u D contém um dominio
fundamental para a acao I'g(11) G H.

(d) Considere os seguintes elementos de I'g(11):

SO IR (0 I G

Mostre que T é uma translacao por 1 para a direita e,
na figura a seguir, U leva o interior da circunferéncia de
diametro dado pelo intervalo real [0, 5] no exterior da
circunferéncia de didmetro [%, %], enquanto V leva o in-
terior da circunferéncia de diametro [%, %] no exterior da
de diametro [%, 1], com as orientagoes indicadas nas fron-

teiras.
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Interprete geometricamente o quociente de H pela agao
de T'p(11) como um toro menos um ponto ¢00:
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(e) Mostre que I'g(11) é gerado pelas matrizes T, U, V.



36. Sejam f: A — Beg: B— C dois morfismos de grupos
abelianos. Mostre que existe uma sequéncia exata

0 — ker(f) — ker(go f) AN ker(g)

coker(f) % coker(g o f) — coker(g) — 0

37. (Lema da Serpente) Considere o seguinte diagrama co-
mutativo de grupos abelianos, em que as linhas sao sequéncias
exatas:

0 A B C 0
Jf Jg Jh
0 A B’ c’ 0

(a) Mostre que existe um morfismo de grupos §: kerh —
coker f definido da seguinte forma: dado c¢ € kerh, es-
colha qualquer b € B tal que b — ¢; entdo g(b) € B’
é a imagem de um unico elemento a’ € A’ e definimos
d(c) =d'.

(b) Mostre que temos uma sequéncia exata

0 ker f

kerg —— kerh

5

coker f —— coker g —— cokerh —— 0

38. Sejan =5.

(a) Seja A, G X uma agdo de A,, sobre um conjunto finito
X com | X| < n. Mostre que esta agao é trivial.

(b) Seja H < A,. Prove: [A, : H| = n.

39. Seja G um grupo. Um subgrupo H < G é dito ca-
racteristico em G se p(H) < H para qualquer ¢ € Aut(G).
Mostre que:

(a) se H é caracteristico em G entdo H < G.
(b) se K < G e se H é caracteristico em K entao H < G.

(c) se K € G emdc(|K|,|G/K]|) = 1 entao K é caracteristico
em GG

se P <€ G é o tnico p-Sylow de G (p primo) entdao P é
caracteristico em G.

Neste exercicio, apresentamos uma outra demonstragao
dos dois primeiros teoremas de Sylow. Seja p um primo.

Prove: todo grupo finito G € isomorfo a um subgrupo de
GL,(Z/pZ) para algum n > 1. Dica: utilize o teorema
de Cayley e matrizes de permutagao.

Seja G um grupo cuja ordem é um maultiplo de p e su-
ponha que G possua um p-Sylow P. Seja K < G um
subgrupo qualquer cuja ordem é um multiplo de p. Mos-
tre que existe um conjugado gPg~! (g € G) de P tal que
gPg~! n K é um p-Sylow de K. Para isto, considere a
agao de translacao a esquerda K G G/P de K sobre o
conjunto das classes laterais a esquerda de P; mostre que
Stab(gP) = gPg~! n K e conclua que gPg~! n K é um
p-Sylow de K para algum g € G.

(c¢) Utilizando os itens anteriores, mostre que se |G| é divisivel
por p entdo G possui um p-Sylow.

(d) Utilizando o item (b), mostre que qualquer p-subgrupo de
G esta contido em algum p-Sylow e que todos os p-Sylows

sao conjugados entre si.

(Complexidade) Seja G um grupo finito. Mostre:
se |G| = pq com p, g primos, entdo G é solivel.

se p < ¢ < r s@o numeros primos e |G| = pgr entdo G
nao é simples. Mostre ainda que G é soluvel.

se |G| = pa com p primo e 1 < a < p, entdo G nao é
simples.

se |G| = p*q com p, q primos, entdo G nio é simples.

se H é um subgrupo préprio de G tal que |G| > !, em
que r = [G : H], entdo G nao é simples. Dica: considere
a acao de translagao a esquerda G G G/H de G sobre o
conjunto das classes laterais & esquerda de H, que define
um morfismo de grupos ¢: G — S,.

(f) Mostre que, com exce¢iao dos grupos de ordem prima,
todo grupo de ordem estritamente menor do que 60 nao
é simples. Mostre que todo grupo de ordem estritamente
menor do que 60 é solivel. Dentre estes, quais sao neces-
sariamente nilpotentes?

42. Determine o nimero de p-Sylows em GL3(F)).

43. Mostre:

(a) ndo existem grupos simples com as seguintes ordens:

12=2%2.3 30=2-3-5 56 =23.7

80=2%.5 105=3-5-7 132 =2%2.3.11
306 =2-32.17 351 =3%-13 380 =22.5-19
495=32.5-11 616=2%-7-11 858=2-3-11-13
870=2-3-5-29 992 =25.31 1365=3-5-7-13
1722 =2-3.7-41 3875 =5%.31 5103 =3%.7

8883 =33 .7-47

(b) néo existem grupos simples com as seguintes ordens:

24 =23.3 36 =22.32 48 =2%.3
96 =2°-3 108 = 22.33 160 =2°-5
192 =26.3 320=2%.5 324 =22.34
384 =273 520=2%.5-.13 640 =27 .5
648 =2%.3*  750=2-3.53 768 = 28.3
972 = 22. 35 1280 =28 .5 1536 =29 -3
2560 =29-5 2862 =2-3%-53 8505=23°-5-7

(c) nao existem grupos simples com as seguintes ordens:

72 = 23 . 32 150 = 2-3 - 52 216 =23 .33
270=2-3%-5 300 = 223 52 392 = 23 .72
450 = 2- 32 . 52 600 = 23 .3 - 52 784 = 2% . 72
945 =33.5.7 2835 =3*.5.7 3159 =3°.13
3393 =3%2.13-29 4125=3-5%.11 5145=3.5.73
9477 = 35.13

44. Seja G um grupo de ordem n.



(a) Mostre que se n = p-q com p < ¢ primos e ¢ # 1 (mod p)
entdo G é ciclico.

(b) Mostre que se n é um dos numeros a seguir, entao G é

abeliano.

1 2 3 4 5 7 9 11 13
15 17 19 23 25 29 31 33 35
37 41 43 45 47 49 51 53 59
61 65 67 69 71 73 79 83
85 87 89 91 95 97 99 101 103
107 109 113 115 119 121 123 127 131
133 137 139 141 143 145 149 151 153
157 159 161 163 167 169 173 175 177
179 181 185 187 191 193 197 199

(¢) Para quais valores de n do item anterior G é necessaria-
mente ciclico?

(d) Prove: dados dois primos p e g tais que ¢ | p — 1, prove
que existe um grupo G nao abeliano de ordem pq.

45.

(a) Quantos elementos de ordem 5 hd em um grupo de ordem
207

(b) Mostre que nenhum grupo de ordem 224 é simples.

46. Seja G um grupo simples de ordem 168. Quantos ele-
mentos de ordem 7 ha em G?

47. Seja G um grupo abeliano tal que |G| = 2 (mod 4).
Mostre que existe um tnico elemento de ordem 2 em G.

48. Seja P um p-Sylow de G. Mostre: se H = N(P) entéo
[G:H]=1 (mod p).

49. Seja P um p-Sylow de G. Prove: se H<Ge P< H
entao P < G.

50. Seja G um grupo e seja o € Aut(G) um automorfismo
de ordem 2 cujo unico ponto fixo é e € G.

(a) Mostre que a seguinte fungéo é injetora:

G—G

x> o(x) z !

(b) Se G é finito, mostre que o(x) = z~! para todo = € G.

Conclua que G é abeliano.

2 Polinoémios

51. Sejam ai,...,a, inteiros distintos. Prove:
(2 —a1)® (& —az)’ ... (x —a,)® + 1 é irredutivel em Z[z].

52. Mostre que o polinomio (22 + 2)?" + 1 é irredutivel em
Q[z] para todo inteiro positivo n. Dica: analisando mddulo
2, mostre que possiveis fatores deste polinémio sao da forma
(22 4+ +1)* +2p(x) para algum p(z) € Z[z]. Agora substitua
T =w.

53. Mostre que o polindmio a,z"+a, 12" 1+ +ag € Z[z]
é irredutivel sobre Q se agp é um ndmero primo e |ag| >
|a1| + |a2| + -+ |an|

54. Dados polinémios f1(x), fa(x),..., fn(z) € Z[x], mos-
tre que existe um polindémio g(x) redutivel em Z[z] tal que
g(x) + fi(z) é irredutivel em Z[z] para todo 1 < i < n.

55. (OBM) Prove que o polindmio f(z) = 2% — 2* — 423 +
422 + 2 nao admite raizes da forma {/7 com r € Q e n € N,
n > 1.

56. Seja f(n) o ntimero de coeficientes impares de (22 + x +
1)™. Mostre que, para todo m e N, f(2™) =3 e

B 2m+2 + (_1)m+1

f@m -1 ;

57. Seja f(x) € K[z] um polinémio irredutivel de grau
p primo e sejam 61,...,0, as raizes de f(x). Suponha que
02 € K(61). Mostre que K (1) é o corpo de raizes de f(x).

58. Sejam M(x) e N(z) polindémios ménicos e irredutiveis
em Q[z]. Suponha que M (x) e N(z) tenham raizes a e 3, res-
pectivamente, tais que a + 3 € Q. Prove que M (z)? — N(z)?
possui uma raiz racional.

59. Seja f(x) € Q[z] e seja o € R tal que a® — 1992a =
(f(oz))3 —1992 - f(«) = —33. Prove que, para todo n > 1,

(f<">(a))3 ~ 1992 fW(a) = —33,

f(a))) e n é um inteiro positivo.

em que f(a) = f(f(...

n vezes

60. Mostre que o polindémio z* + 1 é redutivel sobre F,, para
todo primo p.

61. (Ultimo Teorema de Fermat—versao baby) Seja n €
N.g com n > 3. Mostre que nao existem polinémios
a(x),b(x), c(x) € C[x], todos ndo constantes, tais que

Dica: fatore o lado esquerdo como [[,;_,, (a(z) + (7b(x)) em
que ¢ = 2™/,

62. Sejam p um primo p e f(z) € F,[z] um polinémio ir-
redutivel de grau n. Seja r € Fglg uma raiz de f(z). Mostre

’ ~ . 2 n
que as rafzes de f(z) sdo precisamente r, 1P, 1" ... rP =7,

63. Seja p um primo. Mostre que hé (’2’) polinémios moénicos
irredutiveis de grau 2 em Fp[z] e que o produto destes po-
linbmios é

(z? — )Pt 4+ 1

64. Seja o = (4 3+ ¢ em que ¢ = ¥/13,
flx) =2 + 2% + 222 — 4o + 3.

Seja

(a) Mostre que f(x) é o polindémio minimal de « sobre Q.

b) Se f(x) possui raiz em F,, p primo, entao p = 0,1,3,9
P
(mod 13).

65. Sejam p um primo e f(z) € Fp[z] um polinoémio se-
paravel. Mostre que existe um n € N tal que f(z) | 2P — .



66.
€omo

Seja ¢ uma poténcia de primo. Defina a fungao zeta

1 1
Z2() = 1—t1;[1—tdegf

em que f percorre o conjunto dos polindémios monicos irre-
dutiveis em F,. Prove que Z(¢) é uma funcéo racional (i.e.,
Z(t) € Q(t) = FracQ[t]) e determine-a explicitamente.

67. Seja k um corpo. Dado f(z) € k[z], mostre que
existe um multiplo g(z) de f(z) tal que todos os expoen-
tes dos monémios néo nulos de g(z) sdo primos. Por exem-
plo, se f(z) = 2% + 20x — 2 em Q[z], entdo podemos tomar
g(z) = 2 — 427 — 4002° 4 423

3 Anéis e Corpos

68. Seja L 2 K uma extensao algébrica de corpos. Suponha
que A seja um anel tal que L 2 A 2 K (como subanel de L).
Mostre que A é um corpo.

69. Seja R um dominio que é uma C-algebra de dimensao
finita (i.e., R tem dimensdo finita como C-espago vetorial).
Mostre que R = C.

70. Mostre que o anel K = Fs[x]/(z® + 22 + 1) é um corpo
com 32 elementos e que T € K é um gerador do grupo ciclico
K*. Mostre ainda que L = Fs[x]/(2®+ 2z + 2) também é um
corpo com 32 elementos e portanto isomorfo a K. Escreva ex-
plicitamente este isomorfismo. Verifique que T € K nao gera
L* e encontre um gerador deste grupo.

71.
(a)

Mostre:

Z[i]/(a + bi) = F, em que p é um primo da forma 4k + 1
oup=2ea®+b>=p, abel.

(b)

Z[i]/(p) é uma extensado de grau 2 de F, se p é um primo
da forma 4k + 3.

72. Em Z[i], mostre que
(a) a® — a é miiltiplo de 3 para todo « € Z[i].
(b) a® — o é multiplo de 2 + i para todo « € Z[i].

Vocé consegue generalizar os resultados acima?

73. Sejam ai,...,a, € Nea=./a;+ -+ ./a,. Se a ¢ Z,
mostre que « é irracional.

74. Sejaw = e*™/3 e considere o corpo K = Q[w+/2]. Prove:
a equacdo z2 4+ y? = —1 ndo tem solucao com z,y € K.

75. Seja g uma poténcia de um primo p. Determine
os autovalores e autovetores do automorfismo de Frobenius
®: F, = Iy, visto como aplicacao Fp-linear.

76. Seja F, um corpo finito e sejam a,b € F;. Mostre que

(a) qualquer elemento em Fy é soma de dois quadrados per-
feitos em F,.

b) existem z,y € F, tais que az? + by? = —1.
q

77. Seja g uma poténcia de primo. Em F,, mostre que

(a) (Teorema de Wilson) [] a= -1

aeF?
-1
0

seq—1]|n

(b) 2 a"=

caso contrario

aclf,
78. (Miklés-Schweitzer) Seja p > 3 um primo satisfazendo
p =3 (mod 4). Prove:

(z* +9%) =1

[1

I<z#y<(p—1)/2

(mod p)

79. Seja K 2 Q uma extensao de corpos de grau 15. Prove

que \/§¢K.

2mi/17 £2mi/23

80. Sejam a = e E possivel que

e f =
B = f(«) para algum f(z) € Q[

x]?

81. Seja K = Q(a) onde a é raiz de 2% +2x+1. O polinémio
2% + 2 + 1 possui raiz em K?

82. Seja p um ndmero primo e seja o = {/2. Seja
g(x) € Q[z] um polindmio com degg(z) < p. Mostre que
a € Q(g(a)). Por outro lado, mostre que existe um polinémio

g(x) € Q[z] com deg g(x) < 4 tal que V2 ¢ Q(g(V/2)).

83. Seja a € C algébrico sobre Q. Mostre que se [Q(«) : Q]
é fmpar, entdo Q(a) = Q(a?).

84. Scja p(z) € Q[z] um polinémio irredutivel de grau n e
seja L D Q uma extensdo de grau m onde mdc(m,n) = 1.
Prove que p(z) também é irredutivel em L[z]. Conclua que
23 — 2 e 2% — 3 sdo irredutiveis sobre Q(4).

85. Seja f(x) um polinémio irredutivel em Q[z] de grau n
e seja g(x) € Q[z] um polindmio qualquer. Mostre que todo
fator irredutivel de f(g(z)) tem grau divisivel por n.

86. Seja B 2 A uma extensdo de anéis comutativos. Um
elemento $ € B é dito integral sobre A se 8 é raiz de um
polindémio moénico f(x) € A[z].

(a) Mostre que se A e B s@o corpos, entdo 3 € B é integral
sobre A se, e s6 se, 5 é algébrico sobre A.

(b) Mostre que 3 € B é integral sobre A se, e s6 se, o subanel
A[f] € B é um A-médulo finitamente gerado.

87. Seja L © K uma extensdo de corpos e suponha que
K seja algebricamente fechado em L, ou seja, se B € L é
algébrico sobre K entdo 8 € K. Mostre que se f(z) € K[x]
é um polinémio irredutivel em K[z], entdo f(x) é irredutivel
também em L[x].

88. Mostre que C[z,y, z, w]/(zw — yz) é dominio, mas nao
um DFU.

89. Prove que o anel quociente

Clz, y]
(22 +y2-1)

é um DFU.



90. Seja A = {f:[0,1] — R | f é continua} o anel de
fungdes continuas e seja P € [0, 1]. Defina

Ip = {fe Al f(P)=0}
(a) Mostre que Ip é um ideal maximal de A.
(b) Descreva A*.

(¢) Mostre que todo ideal maximal m de A é da forma Ip
para algum P. Para isto, suponha por contradicao que
para cada ponto P € [0, 1], existe uma fungao gp € m tal
que gp(P) # 0. Usando compacidade, exiba uma fungao
em m que ndo se anula em todo [0, 1].

91.

(a) Determine o kernel dos seguintes morfismos:

B: Clz,y] — CIt]
flw.y) — f(E2,6)

a: Zlx] - R
f(@) = f(1+V2)

7: Clz,y] — C[i]
fla.y) = f(# =t — )

(b) Mostre que im 8 é o conjunto dos polindmios p(t) tais que
/
p'(0) = 0.

(¢) Mostre que im~y é o conjunto dos polindmios p(t) tais que
p(0) = p(1). Dé uma interpretacdo geométrica.

92. Mostre que o morfismo de anéis

Clz,y]
(zy, 2?2 +y% —1)

flz,y) = (F(1,0); £(0,1); f(=1,0); f(0; —1))

é um isomorfismo. Interprete geometricamente em termos de
funcoes polinomiais de curvas no plano.

ECxCxCxC

93. Para qualquer quatérnion ¢ € H, denote por § o seu
conjugado.

(a) Um quatérnion puro u é um quatérnion tal que u = —7,
i.e., um quatérnion com parte real 0: u = xi+yj+zk para
z,y,z € R. Sejam u e v dois quatérnions puros. Mostre
que

UV — VU uv + vu
S — - = ———-
2 2

UV =UXV—U-V, UXV=
em que u X v denota o produto vetorial e u-v € R, o
produto escalar de u e v (interpretados como vetores em
R3).

Mostre que, para qualquer ¢ € H*, se v é um quatérnion
puro entdo gug~! também é um quatérnion puro. In-
terpretando v como um vetor em ]R?’, mostre que a con-
jugacdo v + qug~! é uma transformacdo R-linear que
preserva angulos, comprimentos e orientacao, logo per-

tence a SO3(R).

Mostre que SU3(C) = H* n SLy(C) e que todo ¢ €
SUs(C) se escreve como ¢ = cos(g) + sen(g)u com u
um quatérnion puro de norma 1. Usando u = (¢ — §)/2,
mostre que qug~! = u. Portanto, se v é um quatérnion
puro, v — qug~' é uma rotacdo em R? em torno da reta

determinada por w.

(d) Mostre que o angulo da rotagao v — qug~' do item an-
terior é . Dica: sendo e um quatérnion puro de norma 1
que é perpendicular a u (como vetor no R?), basta calcu-
lar o produto vetorial e x geq™!; utilize €2 = u? = —1.

Mostre que o mapa ¢: SU3(C) — SO3(R) que leva
q € SU,(C) na rotacio v — qug~! é um morfismo de
grupos com kernel 1. Interpretando SUs(C) como S3
(a esfera real de dimensao 3), conclua que SO3(R) é ho-
meomorfo a P3 (com a topologia quociente de R?).

4 Espacos vetoriais

Nos exercicios a seguir, a menos de meng¢ao contraria, k de-
nota um corpo, V e W denotam k-espagos vetoriais.

94. Para d € N, seja k[z1,...,2,]q 0 conjunto de todos os
polinémios f(x1,...,x,) € k[z1,...,2z,] que sdo homogéneos
de grau d, juntamente com 0 (um polindémio é dito ho-
mogeéneo se é uma combinagao linear de monémios de mesmo
grau; por exemplo, 2 — 3zy + %2 é homogéneo de grau 2, mas
23 4+ 22y nao é homogéneo). Sejam f(z),g(x) € k[z] dois
polinémios de graus m, n, respectivamente. Mostre que

é uma transformacao linear. Mostre que T nao € injetora para
d suficientemente grande e conclua que existe um polindomio

nao nulo p(z,y) € k[z,y] tal que p(f(z),g(z)) =0

95. Seja X um conjunto qualquer e seja
V={f: X > k| féfungio}
o conjunto de todas as fungoes de X para k.

(a) Verifique que V' é um k-espago vetorial e que dimg V =
| X| se X é finito.

(b) Sex1,...,x,€ X e fi,...
parai =1,...,ne fi(z;) = 0se i # j, entdo fi,...
sao linearmente independentes sobre k.

, fn € V sdo tais que f;(z;) #0
s [fn

()

Se m: X — X é uma funcao qualquer, verifique que o
mapa

T.:V >V
f— form

é uma transformagao linear de V' em V. Encontre os au-
tovalores e autovetores correspondentes de 75 no caso em
que k = C, X = {1,2,3} e m: X — X é a permutagao

cedar o (123
circular m = 2 3 1)

96. Seja n > 2 um inteiro. Mostre que qualquer base do
espago vetorial M, (k) deve conter duas matrizes A e B tais
que AB # BA.



97. Considere os seguintes vetores em R"™:

vy = (a11, 012, ..., 01,)
Vg = (azl, a22, . .. aa2n)
Unp = (anla An2,y - - - 7ann)

Suponha que a;; > 0, a;; < 0 parad # j e que lekgn a;x >0
para todo 1 < 4,j < n (i.e., a matriz (a;;)1<i,j<n tem diago-
nal e soma das linhas positivas e entradas fora da diagonal
negativas). Mostre que os vetores vy, ..., v, sdo linearmente
independentes sobre R.

98. Sejam V e W dois F,-espagos vetoriais com dimyp, V' =
m e dimp, W = n. Determine

(a) Vle|V¥]

(b) a quantidade de subespagos de dimensao 1 em V

)
)
()
)
)

a quantidade de subespagos de dimensao d em V'
(d) | Homg, (V, )|
(e) a quantidade de isomorfismos T: V' 5 V/

99. Mostre que

(a) R, quando visto como um espago vetorial sobre Q, nao
possui dimensao finita.

(b) o conjunto
{ln(p) e R | p e N é primo}
é linearmente independente sobre Q.

(¢) existe no mdximo um ndmero primo p para o qual In(p)
é racional.

100. Suponha que dimgV < o e seja T: V — V uma
transformacao linear. Prove: existe ng € N tal que, para todo
n = no,

ker T" = ker 77! e im7" = im 77!

101. (Dedekind) Seja G um grupo. Seja

V={f: G- k| féfuncao}

o k-espaco vetorial de todas as fungoes de G em k. Sejam
fi,--+, fn: G — kX morfismos de grupos, dois a dois distin-
tos. Mostre que f1,..., fn: G — k>, vistos como elementos
de V, sao k-linearmente independentes (Dica: utilize indugao
sobre n.)

102. Seja k um corpo.

(a) Mostre que um polinémio f(x) € k[z] de grau n possui
no maximo n raizes em k.

(b) Mostre que f(x) = 2% — 1 € Z/8Z[z] possui 4 rafzes no
anel Z/8Z = {0,1,...,7} (inteiros mddulo 8).

(¢) Se k é infinito e f(x1,...,2,) € k[z1,...,2,] é um po-
linémio nao nulo, mostre existe (ay,...,a,) € k™ tal que
flay,...,a,) # 0 (Dica: inducao em n).

(d) Seja p um nitmero primo. Encontre f(x1,...,x,) €

F,[z1,...,2,] ndo nulo tal que f(a1,...,a,) = 0 para
todo (ay,...,a,) € F} (Dica: pelo pequeno teorema de

Fermat, entdo a? = a (mod p) para todo a € Z).

103. Sejam k um corpo e V um k-espago vetorial com
dim V < co.

(a) Se W € V é um k-subespago vetorial préprio de V (i.e.,
W # V), mostre que existe £ € V¥ ndo nulo tal que
£(w) = 0 para todo w € W.

Mostre que se k é infinito entao V' nao é uma uniao de uma
quantidade finita de subespagos vetoriais de dimensao
estritamente menor do que dimy V. Por exemplo, para
E=ReV =R?, temos que R? nio pode ser escrito como
uma unido finita de retas passando pela origem (Dica:
use o item (a) juntamente com o exercicio anterior).

Por outro lado, mostre que se k = F, e dimp, V > 2,
entdo V é uma unido finita de subespagos de dimensao 1
(faga um desenho para k = F5 e V = F? ilustrando este
fato).

104. Seja V um k-espaco vetorial de dimensao finita.
(a) Mostre que

¢: Homy(V,V) — Homg(V*,V¥)
T T

¢ um isomorfismo. Aqui, 7% denota a transposta de T,
isto é, o mapa induzido por composi¢ao com T

T V* > V*
fr—»[OT

Dada uma base B de V e a base dual correspondente B*,
considere os isomorfismos de anéis 75: Homg(V,V) —

~

M, (k) e mgx: Homy(V*,V*) = M, (k). Descreva ¢ ex-
plicitamente em termos de matrizes, i.e., descreva 7z« o
¢porg' s My(k) — My (k).

105. Seja P(R) o espago vetorial de todos os polindmios
com coeficientes reais. Para numeros reais a e b fixos, seja
f: P(R) —> R o funcional linear

Se D: P(R) — P(R) é o operador de derivacdo, o que é
D!(f)? (D! denota a transposta de D).

106. No espago V = R[z]<2 (j& vimos esta notagao antes!),
defina os seguintes funcionais lineares:

1 2

ﬁ@@»=f p(t) dt.

0

p(t) dt. b@u»=f

0

-1

ﬁ@@»=f p(t) dt.

0

Mostre que B = {f1, fa, f3} é uma base de V* e exiba uma
base de V' da qual B ¢é a base dual.



107. Sejam r = n dois inteiros positivos, k um corpo infinito
e V um k-espaco vetorial com dimy V = n.

(a) Prove: existe um conjunto S < V com |S| = r vetores
com a propriedade de que qualquer subconjunto de S com
n vetores é linearmente independente.

(b) Dado m €N, seja s = ('}) - (n— 1) + 1. Prove: existe um
conjunto de s funcionais lineares ¢1,...,¢;, € V'V com a
seguinte propriedade: para qualquer subconjunto T'c V'
com |T| = m, existe i com 1 < i < s tal que [;(T)| =m
(ou seja, pelo menos um dos ¢; € V'V acima “separa” os
pontos de T').

Cuidado: note que da maneira como o problema foi for-
mulado, a escolha dos funcionais nao pode depender de
T! (Dica: pelo item (a), podemos escolher s funcionais
de modo que quaisquer n deles sao k-linearmente inde-
pendentes.)

108. (Caracteristica de Euler) Seja k um corpo.

(a) Dada uma sequéncia exata de k-espagos vetoriais

0=V, »Voi—- >V >V —0

mostre que

dimg Vo — dimy V; + dimg Vo — - -+ + (—1)"dimk V,=0

Considere a sequéncia de transformacoes k-lineares

fn f1 fo

0 V., Vi Vo 0

satisfazendo im f; € ker f;_1 para todo i (dizempos que
esta sequéncia é um complexo de k-espagos vetoriais).
Definimos o seu i-ésimo grupo de homologia como
sendo o k-espago vetorial

def ker f’L

im fi41

hi(Ve, fo) =
Mostre que

X(Vao fo) €3 (<1) dimy hi(Va, fu)
= Z (=1)" dimy, V;

o<isn

Esta soma alternada x(Vi,f.) é a chamada carac-
teristica de Euler do complexo; a igualdade acima é a
justificativa algébrica de a férmula v—a+ f (em que v, a, f
denotam respectivamente o nimero de vértices, aresta e
faces) para um poliedro concordar com a soma alternada
dos nimeros de Betti na homologia simplicial, veja por
exemplo Hatcher, theorem 2.44, p.146.

109. Dado A € Homg(V,V), defina o elemento 74 €
Homy (V, V)" dado por
Ta: Homp(V, V) — k
Tw— Tr(AoT)

Mostre que

Homy,(V, V) 5 Homy (V, V)"

A*—>TA

é um isomorfismo de k-espacos vetoriais.

110. Prove os seguintes isomorfismos canénicos:
(a) Homg(k, V)=V
(b) k®V =V

(c¢) Homy(V,[,c; Wi) =
(d) Homy (P, Vi, W) =

)
)
) = | [;e; Homy (V, W3)
) [ e, Homy (Vi, W)
() VRIW=WQRV
() (Dies Vi) ®W =Dy, (Vi@ W)
(g) Homy (U, V) ® W = Homy (U, V@ W)
(h) Homg(V,W) =Vv¥ W
i) (VW)Y =VVeWwY
)
)

(j
(k) Homy,(U @V, W) =

Homy (V /U, W) = {T € Homy(V,W) | T(U) = 0}
Homy (U, Homy (V, W))

111. Sejam vq,...,v, e wy,...,w, dois conjuntos de vetores
LI (em algum espacgo vetorial V). Mostre que estes conjun-
tos geram o mesmo subespaco se, e s6 se, V1 A ... A U, =
A-wi A ... Aw, para algum X\ € k.

112. Seja R um anel comutativo e seja F' um R-moédulo
livre de posto finito. Mostre que o mapa

5 F"x (FY) > R
(v, W) — det(w;(v;))

¢ R-multilinear e alternado, logo define um mapa §: A" F x
A" (FY) — R, que por sua vez induz um isomorfismo

) ~Aor

113. Seja A € M, (k) e seja 4 € M,(k)" o funcional li-
near dado por X — Tr(AX). Mostre que A — f4 é um
isomorfismo entre M, (k) e M, (k)

114. Se U ¢é um subespago de V, prove que existe um su-
bespagco W de V tal que V.=U® W.

115. Se U; e U, sao subespacos de dimensao finita do espago
V', prove que

dimk(Ul + Uz) = dlmk(Ul) + dlmk(Ug) - dimk(Ul N UQ)

116. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o
corpo infinito k. Se U; e Us sdo subespagos de V tais que
dimy, U; = dimg, Us, prove que existe um subespaco W de V'

talque V=U @dW =U @ W.

117. Seja V um espago de dimensao finitae T: V — V uma
transformacao linear. Se ToT = 0, prove que 2 dimy, im(7T) <
dimk V.

118. Se N € Mj3(C) é uma matriz nilpotente, prove que
A =1+ 4N — {N? satisfaz A? = I + N, isto é, A é uma
raiz quadrada de I + N. Use a expansao em série da fungao
f(2) = (1 + 2)Y/2 para obter uma férmula similar para a raiz
quadrada de I + N quando N é uma matriz nilpotente de
ordem n.



119. Inspirado(a) pelo exercicio anterior, mostre que a ma-
triz AI + N possui uma raiz quadrada quando N € M, (C) é
nilpotente e A # 0. Entao use a forma canoénica de Jordan
para mostrar que toda matriz complexa inversivel possui uma
raiz quadrada.

120. Seja n > 2 um inteiro positivo e seja N € M, (R)
uma matriz tal que N® = 0 mas N*~! # 0. Prove que N
nao possui raiz quadrada, isto é, que nao existe uma matriz
A€ M,(R) tal que A2 = N.

121. Seja A € M, (C) tal que para todo inteiro k > 1 temos
Tr(A*) = 0. Prove que A é nilpotente.
5 Matrizes e Determinantes

122. Seja 0 um numero real. Mostre que as matrizes

cos) —senf o e? 0
senf cosf 0 e

sao semelhantes sobre o corpo C dos nimeros complexos.

123. (Matriz de Vandermonde) Mostre que o determinante
da matriz

1 1 1 1

a1 a9 as Qp

a? a3 a3 a?

a;zfl aé’*l agfl az—l
é igual a
n (a; — ai)
I<i<j<n

124. Dizemos que um conjunto de pontos X < k™ estd

em posicao geral se nao existe um subconjunto S =
{vi,...,vp+1} € X de n + 1 pontos em X contidos em um
hiperplano de k™ (i.e., se vg — v1,v3 — V1,...,Up+1 — U1 SAO
linearmente independentes sobre k). Mostre que os pontos

da “curva” X = {(t,t?,...,t") € k" | t € k} estdo em posicio
geral.
125. Dado n € N, seja w = €2™/" € C, uma raiz n-ésima da

unidade. Considere a matriz em M, (C)

al an as e Ay,

27 ap az an—1
A= p—1 Qap a1 Ap—2

an as (47} N a1

em que cada linha é um “shift circular” da linha anterior.
Considere a transformagao linear 7: C* — C™ dada por A
na base standard.

(a) Mostre que os vetores v; = (1,w?,w?, ... w=Yi)eCn
sao autovetores de T para j =0,1,...,n— 1.
(b) Prove:

det A= ] (a1+ a0’ +asw™ + - + a1

o<js<n—1

126. Se M ¢ uma matriz quadrada de niimeros complexos,
mostre que o trago de M é a soma dos autovalores de M (cada
um contado com sua multiplicidade algébrica).

127. Se Ay, ..., A, sd0 ndmeros reais nao nulos, mostre que
o determinante da matriz
14+ M 1 e 1
1 14+X - 1
1 1 14+ A,

¢ igual a (A1 g -~ An) (1+%+---+%ﬂ).

128. Se A € M,(R) é uma matriz anti-simétrica (isto é,
At = —A) e n é {mpar, prove que det(A4) = 0.

129. Seja A € M,,(Z) uma matriz cujas entradas sdo todas
iguais a 1 ou —1. Prove que det(A) é divisivel por 2" 1.

130. Ana e Beto jogam o seguinte jogo: no inicio, existe uma
matriz quadrada de ordem n vazia. Alternadamente, Ana e
Beto escrevem ntimeros reais em cada uma das n? posicdes
da matriz, sendo que Ana comeca o jogo. Ao final, o deter-
minante da matriz obtida é calculado. Se o determinante for
diferente de zero, Ana vence. Se o determinante for igual a
zero, o vencedor é Beto.

(a) Se n é par, mostre que Beto possui uma estratégia ven-
cedora.

(b) (jogo da velha nivel hard) Se n = 3, qual jogador possui
a estratégia vencedora?

131. Seja F), o n-ésimo numero de Fibonacci, isto é, Fy = 0,
Fi=1e Fi0=F,11+ F, paran > 0.

(a) Determine uma transformagao linear 7': R? — R? tal que
T(Fn-1,F,) = (F,, F+1) para todo n > 1.

(b) Seja A a matriz de T na base canénica de R?. Determine
P € M,(R) inversivel tal que P"1AP seja uma matriz

diagonal.

(¢) Calcule A™ para todo n = 0 e deduza que

A2 (29))

para todo n = 0.

F, =

6 Polindmios minimal e caracteristi-
co

132. Encontre o polinémio caracteristico da multiplicagao

por v2 + /3 em Q(v2,V3).

133. Seja N uma matriz quadrada de ordem 2 sobre os com-
plexos. Se N2 = 0, prove que N = 0 ou que N é semelhante

sobre C & matriz
0 0
1 0)°



134. Sejam S € Hom(V,V) e T € Homy (W, W) com po-
lindmios caracteristicos p(z),q(z) € k[z], respectivamente.
Mostre que

(a) o polinémio caracteristico de S®T € Homy (VEW, VW)
é dado por p(x) - q(z).

(b) o polinémio caracteristico de S®T € Homy (VOW, VW)

éigual a [ [i<i<m(z — a;3;) em que o; e B denotam as
1<j<n
raizes de p(x) e g(x) (listadas com multiplicidade).

135. (OBM) Definimos SL(2,Z) como o conjunto das ma-
trizes 2 x 2 com coeficientes inteiros e determinante 1. Seja
A e SL(2,Z) uma matriz tal que existe n > 0 inteiro com
A" = I. Prove que existe X € SL(2,7Z) tal que X tAX é

igual a uma das matrizes:
b o) =05

630

136. Considere o seguinte diagrama comutativo com linhas
exatas:

-1
0

-1
-1

10
0 1

0
1

-1
1

0
1

0

+ 1

+

+

0 1% Vo Vs 0
N
0 %1 Vo Vs 0

(a) Determine o polinémio caracteristico de Ty em fungao dos
polinémios caracteristicos de T7 e T5.

ostre que 1Ir = +1Ir para todo r € N.
b) M TrTy = TeI7 + TrT3 d N

137. Seja A € M,(Z) e seja A € Q um autovalor de A.
Mostre que A € Z.

138. Seja A € M, (C). Mostre que as matrizes A e A® sdo
conjugadas.
139. Seja A € M, (k). Verifique a seguinte identidade no

anel de séries formais M,, (k)[t]:

:exp< )

140. Se dimg (V) = n e T € Homy(V, V) possui n autova-
lores distintos, prove que T' é diagonalizavel.

n

> Tr(An) - —

n=1 n

1
det(I, — A -t)

141. Seja T € Home(C?,C?) um operador com apenas um
autovalor e tal que T% = idge para algum natural k& # 0.
Mostre que T é diagonalizavel.

142. Se um operador T sobre um espaco de dimensao finita
satisfaz T2 = T, prove que T é diagonalizdvel.

143. Sejam A, B € M, (k) tais que AB = BA. Prove: se A
é diagonalizdvel, o mesmo vale para B.

144. Seja S € Homg(V, V) um conjunto de transformagoes
lineares tais que AB = BA para quaisquer A, B € S. Prove
que existe uma base de k™ que diagonaliza todo A € S simul-
taneamente.

10

7 Espacos com produto interno

145. Seja A e M, (C). Mostre:
(a) Existe U € U,(C) tal que UAU ! é triangular superior.

(b) Se, além disso, AA* = A*A entao existe U € U,(C) tal
que UAU~! ¢ diagonal.

146. (Berlekamp) Em Oddtown, existem n pessoas e m
clubes C1,...,C,,. Esses clubes satisfazem:

1. |C;| é impar para qualquer i.
2. |C; n C}| é par para quaisquer i # j.

Mostre que m < n.

147. (Berkelamp) Em Eventown, existem n pessoas e uma
familia F' de m clubes. Esses clubes satisfazem:

1. |C| é par para qualquer C € F.

2. |C n D| é par para quaisquer C, D € F.
Prove que
(a) A familia F tem m < 21"/2! clubes.

(b) Se a familia F tem menos de 21"/?) clubes, entdo existe
um clube C que pode ser adicionado a familia sem violar
as regras de Eventown.

148. Seja V. = M,(C), com produto interno dado por
(A, B) = Tr(AB*). Determine o complemento ortogonal do
subespago das matrizes diagonais.

149. Seja V' o espago vetorial real das fungoes reais
continuas definidas no intervalo [—1, 1], com produto interno

(f,9) = f_l F(®)g(t) dt.

Seja W o subespago das fungoes impares, isto é, fungoes que
satisfazem f(—t) = —f(t) para todo t € [—1,1]. Determine o
complemento ortogonal de W.

150. Seja W um subespago de V, um espago de dimensao
finita com produto interno, e seja F a projegao ortogonal de
V sobre W. Prove que {E(u),v) = {u, E(v)) para todos u,
veV.

151. Em um espaco vetorial V' com produto interno e di-
mensao finita, mostre que a composicao de dois operadores
autoadjuntos é autoadjunto se, e somente se, estes operadores
comutam.

152. Seja V um espago com produto interno e dimensao
finita. Se dois operadores normais comutam, prove que sua
composicao também é um operador normal.

153. Prove que um operador normal em um espago veto-
rial complexo (com produto interno e de dimensao finita) é
autoadjunto se, e somente se, todos os seus autovalores sao
reais.

154. Suponha que V é um espago vetorial complexo com
produto interno e dimensao finita e T € L(V) é um opera-
dor normal tal que T° = T8. Prove que T é autoadjunto e
T? =T.



155. Seja V um espago vetorial complexo com produto in-
terno e T'€ L(V) um operador autoadjunto. Mostre que:

(a) |u+iT(uw)| = |u—1iT(u)| para todo u € V.
(b) u+iT(u) = v+ iT(v) se, e somente se, u = v.
(¢) I+ 4T é inversivel.

(d) I —4T é inversivel.

156. Prove que toda matriz simétrica real possui uma raiz
cubica.

157. Prove que um operador normal e nilpotente é o ope-
rador nulo.
158. Seja V um espago vetorial com produto interno e di-

mensao finita. Um operador T € L(V) é ndo negativo se
T =T*%e(T(u),uy = 0 para todo u € V. Se T é um operador
nao negativo, prove que existe um operador nao negativo S
tal que S% = T.

159. Se A € M,(C) é uma matriz positiva (isto é, A é a
matriz de uma forma sesquilinear positiva relativa a alguma
base), prove que todos os elementos da diagonal principal de
A sao positivos.

160. Seja f uma forma bilinear em um espago de dimensao
finita V. Seja W o subespago de todos os vetores v € V tais
que f(u,v) = 0 para todo u € V. Prove que

posto(f) = dimy V' — dimy, W.

8 Teorema de Estrutura de Mddulos
sobre Dominios Euclidianos

161. Encontre a forma normal de Smith da seguinte matriz
com entradas em Q[z]:

14x* — 7323 + 11922 — 482 —20 222 — Tz +6
723 — 2622 + 20z + 8 T —2
162. Quantos grupos abelianos de ordem 24 existem (a me-

nos de isomorfismo)? E de ordem 4007

163. (Cayley-Hamilton) Seja T' € Homy(V, V). Mostre que
p(T) = 0 em que p(z) € k[z] é o polindmio caracteristico de
T.

164. Seja T € Homg(R3,R3) o operador linear que é repre-
sentado na base candnica de R? pela matriz

6 -3 -2
4 -1 =2
10 -5 -3

(a) Expresse o polindémio minimal p(z) de T na forma p(z) =
p1(x)pa(x), em que pi(x) e pa(x) sdo monicos e irre-
dutiveis sobre R.

(b) Seja W; o nicleo de p;(T) (i € {1,2}). Determine bases
B; de para os espagos W; e escreva a matriz de T na base
B1 U BQ.

165. Para cada uma das matrizes a seguir, determine

1. os polindmios caracteristicos e minimais.

2. a forma canonica de Jordan.

2 2 3
@ T=|1 3 3
1 -2 -2

11

1 0 0 0 0
1 -1 0 0 -1
T=1 -1 0 0 -1
0 0 0 0 -1
1 1 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0o 0 0 0 -1 1

1 -1 1 1 -1 1

©@T={ 6 o 0o 1 0 o0

0 1 0 0 2 0

O 0 0 0 0 1

166. Determine a forma racional da matriz

11 0 O
01 1 0
A= 00 -1 O
00 0 -1

167. Mostre que A € M, (k) é diagonalizdvel se, e s6 se, seu
polinémio minimal é separavel (i.e., possui raizes distintas).

168. Seja V um espago de dimensao finita e T: V — V
um operador linear tal que dim(im(7T")) = 1. Prove que T é
diagonalizavel ou nilpotente, mas nao ambos.

169. Seja T um operador linear no espago de dimensao fi-
nita V, seja p(z) = p1(x)™ - - - pp(z)™ seu polindmio minimal,
esejaV =W @ - @ W a decomposigao primaria de T', isto
é, W; = ker(p;(T)™). Se W é um subespacgo de V invariante
por T', prove que

W=WnW)@eWnWy)®-- @ (W n Wy).
170.

(a) Se A e B s@o matrizes quadradas de ordem 3 que possuem
0 mesmo polindomio caracteristico e o mesmo polinémio
minimal, prove que A e B sao semelhantes.

(b) Exiba duas matrizes quadradas de ordem 4 que possuem
0 mesmo polindomio caracteristico e o mesmo polinémio
minimal, mas nao sao semelhantes.

171. Seja V um espaco vetorial de dimensao n, e seja
T € Homg(V,V) um operador diagonalizdvel. Se T pos-
sui um vetor ciclico, isto é, se existe u € V tal que
{u,T(u), T*(u),...,T" (u)} é uma base de V, prove que T
possui n autovalores distintos.

172. Sejam K e L corpos tais que K < L, e sejam A e
B e M, (K). Prove que A e B sao semelhantes sobre K se, e
somente se, A e B sdo semelhantes sobre L.

173. Seja A uma matriz quadrada de ordem n com entradas
complexas. Se todos os autovalores de A sdo reais, prove que
A é semelhante a uma matriz com entradas reais.

174. Seja A € M,(R) uma matriz tal que A + I,, = 0.
Prove que n é par e que, se n = 2k, a matriz A é semelhante
sobre o corpo dos reais a matriz

<0 —1I

I, O
175. Seja A uma matriz complexa de ordem 5 cujo po-
lindmio caracteristico é f(x) = (x — 2)%(z + 7)% e cujo po-
linémio minimal é p(z) = (z — 2)?(z + 7). Qual é a forma de
Jordan de A7
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