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1 Nocgoes Basicas

E dado o seguinte problema classico: determinar as solugoes de um sistema de equagoes lineares em n variaveis

L1, L2253 Ty

a11x1 + a19x2+ - - - + a1pxy = by

a91%1 + a22T2+ -+ + a2pTy = by

Ap1T1 + AmaTa+ - + App®n = by

Para facilitar a notag@o, definiremos vetores como uma sequéncia finita de elementos de um certo conjunto
(na aula de hoje, R). Por exemplo, x = (z1,z2,...,z,) denota as varidveis das nossas equagoes. O produto
escalar entre dois vetores de mesmo tamanho é definido como a soma dos produtos em posigoes iguais:

T Yy=z1Y1 +T2Y2+ ... TnYn

Agora podemos enxugar um pouco nossas equacoes: a; - £ = b;. Podemos ir mais além ir aplicar o produto
escalar a um vetor de vetores, a matriz m x n:

a1 a2 o Glg x1 b1
a1 Q22 - G2n T2 ba
am,1 Am,2 " Omn TIn bm

2 Espacos Vetoriais e Independéncia Linear

Vamos formalizar a ideia de vetores um pouco mais. Um espago vetorial é um conjunto F portado de duas
operagoes, chamadas adigdo (+) e multiplicacao por escalar, de modo a satisfazer as seguintes regras para todos
u,v,w € Fea,peR:

e comutatividade: v+ v =v + u.
e associatividade: (u+v)+w =u+ (v+ w) e (af)v = a(fv).

e vetor nulo: Existe 0 € E tal que v + 0 = v, para todo v € E.



e inverso: Para todo v € E, existe —v € E tal que v + (—v) = 0.
e distributividade: (o + f)v = av + fv, e a(u +v) = au + av.
e multiplicagao por 1: 1v = .

Chamaremos os elementos de F sdo chamados de vetores.
Vetores vy, vo, ..., v, sao ditos linearmente dependentes se existem a1, as,...,a, € R, nao todos nulos, tais que

a1v1 + agve + ...apvy =0

Definicao 1. Uma base é qualquer conjunto B C F linearmente independente e maximal, isto é, sempre que
v € E\B, BU{v} é linearmente dependente.

Lema 1. Todo elemento de E pode ser escrito unicamente como combinacdo linear dos elementos de uma base B
de E. Em outras palavras, B gera E.

Definicao 2. Uma base é qualquer conjunto B C F linearmente independente e maximal, isto é, sempre que
v € E\B, BU{v} ¢ linearmente dependente. O tamanho de B é a dimensao de E, ou dim(E). (mas se existem
vérias bases, esse valor é inico? Mostre que sim).

Lema 2. Se n € maior que dim(E), entdo os vetores vy, va, ..., v, sao linearmente dependentes.

3 Transformacoes Lineares

Definigao 3. Sejam FE, F espagos vetoriais. Uma transformacao linear de ¥ em F é uma fungao A: F — F
tal que A(au + pv) = aA(u) + fA(v), para todos a, B € R e u,v € E.

Relembre o sistema de equagoes introduzido inicialmente. Observe que o nosso sistema, representado por uma
matriz A, transforma um vetor de varidveis (os x;) em um vetor de resultantes (os b;). Além disso, observe também
que aA(u) + BA(v) = A(au+ Pv) e A(u) + B(u) = (A+ B)u. Portanto, podemos interpretar a multiplicagao por
A como transformacao linear que leva vetores de dimensao n a vetores de dimensao m.

Definigao 4. Seja A : F — F uma transformacao linear. nuc(A) (1é-se nicleo de A) é o subconjunto dos vetores
v € E tais que Av = 0.

Definigao 5. Seja A : E — F uma transformacao linear. Im(A) (lé-se imagem de A) é o subconjunto dos vetores
u € F tais que existe v € F tal que Av = u.

Lema 3. Im(A) é um espago vetorial cuja dimensao é rank(A), o maior nimero de colunas linearmente inde-
pendentes na matriz que representa A.

Lema 4. rank(A) é também o maior nimero de linhas linearmente dependentes de A.

Teorema 1. O nicleo de A é um subespago vetorial de E cuja dimensao é dim(E) — rank(A), i.e., dim(nuc) +
dim(Im) = dim(FE).



4 QOwutros Corpos

Um corpo é um conjunto portado de duas operagoes (4, *), adigdo e multiplicagdo. Essas operagoes exibem pro-
priedades semelhantes as operacoes correspondentes nos reais: associatividade, comutatividade, distributividade,
existéncia de inverso (exceto para o 0), etc. Além disso, corpos possuem elementos neutros distintos de adigao (0)
e multiplicacao (1).

Nas se¢oes anteriores, utilizamos R como conjunto de base para a multiplicacao por escalar e construgao de
vetores. Entretanto, qualquer corpo pode ser utilizado em vez de R e todas as propriedades acima continuam
garantidas.

Um exemplo de corpo além do R é o Z/pZ, o corpo finito dos restos mod p. Vocé consegue construir outros
corpos de tamanho finito?

5 Problemas

Problema 1. Varios matematicos participam de uma conferéncia e alguns deles sao amigos. Gugu tenta dividi-los
em duas salas, A e B, de modo que o nimero de amigos de cada um em sua respectiva sala é par. Mostre que
Gugu pode realizar essa tarefa e que o nimero de maneiras de realizé-la é uma poténcia de 2.

Problema 2. (Rioplatense 2011) Para todo inteiro positivo n, sejam ¢(n) o numero de inteiros positivos
menores que 1 e coprimos com n e y(n) a soma divisores de n. Determine se existem infinitos inteiros positivos n
tais que ¢(n)vy(n) é um quadrado perfeito.

Problema 3. (Sao Petersburgo) Durante o ano letivo, os n estudantes de uma escola organizaram m eventos
sociais. Ao fim do ano, percebeu-se que cada par de estudantes esteve junto em exatamente k& eventos. Mostre
que n < m.

Problema 4. (Russia) m estudantes participam de uma prova com n questoes. O valor de cada questao era um
real positivo e créditos parciais nao foram permitidos. Depois de todas as provas serem corrigidas, percebeu-se
que, ao reorganizar os valores das questoes, qualquer ranking dos estudantes poderia ser alcancado. Qual o maior
valor possivel de m?

Problema 5. (Ira TST 1996, Alemanha TST 2004) Em uma grande festa de final de ano, cada convidado
recebe dois chapéus: um vermelho e um azul. Ao comecar a festa, todos os convidados poem o chapéu vermelho.
Varias vezes ao longo da festa, o locutor anuncia o nome de um dos convidados e, nesse momento, o nomeado e
cada um de seus amigos trocam o chapéu que estao usando pelo chapéu da outra cor. Demonstre que o locutor
pode realizar escolhas convenientes de modo que ao final da festa todos estejam com o chapéu de cor azul.

Problema 6. (Crux) O senado de um determinado pais possui 2007 senadores, cada um deles inimigo de alguns
outros. Mostre que existe um subconjunto nao-vazio de senadores K tal que o ntimero de inimigos de cada senador
em K é par.

Problema 7. Sejam aj,as,...,a,+1 numeros reais tais que, para cada 1 < ¢ < 2n + 1, ao removermos a;,
os 2n numeros remanescentes podem ser divididos em dois conjuntos de mesmo tamanho e soma. Mostre que

a1 = ag =+ = ap.
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