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1 Introducao

Considere o seguinte problema: queremos colorir os vértices de um grafo de forma que dois vértices adjacentes possuam cores
distintas (tal coloragdo é dita prépria). Uma pergunta natural relacionada a este problema é a seguinte: qual o menor
numero de cores que precisamos para poder realizar tal coloragao prépria em um dado grafo? Esta pergunta nos leva a

seguinte definigao:

Definicao 1 (Nimero Cromatico). Dado um grafo G, o nimero cromdtico de G, denotado por X(G), € o menor nimero

de cores necessdrias para se realizar uma colorac¢ao propria de G.

Exercicio 1. O grafo de Petersen (P) € definido da sequinte maneira: os vértices de P sao os 2-subconjuntos de{1,2,3,4,5}

e hd uma aresta entre dois vértices de P se os dois subconjuntos correspondentes sio disjuntos. Determine X(P).

Encontrar o niimero cromatico de um grafo é um problema computacional extremamente dificil e ndo ha algoritmos eficientes
conhecidos para resolver este problema. Desta maneira, uma pergunta natural é se existem cotas para o nimero cromético.

Para introduzir estas cotas, precisaremos de algumas definigoes.
Definicao 2. Dado um grafo G, A(G) € o maior grau de G.
Definigao 3. Dado um grafo G, w(G) € o tamanho do maior clique de G.

Definicao 4. Dado um grafo G, o nimero de independéncia de G, denotado por «(G), € o tamanho do maior conjunto

independente de G.

Exercicio 2. Prove as sequintes cotas para o numero cromdtico de um grafo G com n vértices.

(a) x(G) = w(G).
(b) x(G) = n/ux(G).

(c) x(G) < A(G) +1.

Observando o item (a) do exercicio anterior, observamos que a presenca de um clique grande em um grafo G implica que o
numero cromatico de G é grande. Desta forma, uma pergunta natural é a seguinte: um grafo com nimero cromdtico grande
deve possuir algum clique grande? Na continuagao desta aula, veremos como responder negativamente a esta pergunta de

diferentes maneiras.

2 Uma construgao explicita - Mycielski (1955)

Seja G um grafo com V(G) = {vy,...,vn}. O grafo Mycielski de G, denotado por pn(G), é definido da seguinte maneira: os
vértices de pu(G) sdo formados por trés grupos. O primeiro grupo é vq,...,vy. O segundo grupo é uj,..., Uy € 0 terceiro
grupo tem um tnico vértice w. As arestas de p(G) sdo definidas da seguinte maneira: incluimos uma aresta viv; em p(G)
para cada aresta viv; de G, incluimos uma aresta wu; para todo i = 1,...,n e finalmente incluimos as duas arestas viu; e

vju; para cada aresta vivj de G.



Exercicio 3.
(a) Prove que se G € livre de triangulos, entdo w(G) também € livre de tridngulos.
(b) Prove que x(1(G)) =x(G) + 1.

(c) Conclua que dado qualquer inteiro positivo k, existe um grafo livre de triangulos com nimero cromdtico maior do que k.

3 Uma construgao nao explicita - Erdés (1959)

Aqui precisaremos da nocao de grafos aleatérios. Em particular, usaremos o modelo G(n,p), de Erdés-Rényi. Neste mo-
delo, um grafo com n vértices é construido de forma que cada possivel aresta é incluida no grafo independentemente com

probabilidade p = p(n) € [0, 1]. A seguinte desigualdade serd ttil:

Teorema 1 (Markov). Seja X uma varidvel aleatéria ndo negativa e seja a um real positivo. Entdo

P(X>a) < w
a

No que segue, temos G ~ G(n,p) e X é a varidvel aleatéria que conta o nimero de tridngulos em G.
Exercicio 4. Sejap =n?"", onde A € (0,1/3) e seja a = (% logn].

(a) Prove que
P(X >

N3
INA
W[ =

para N suficientemente grande.

(b) Prove que

W —

para N suficientemente grande.

(c) Conclua que dado qualquer inteiro positivo k, existe um grafo livre de triangulos com mimero cromdtico maior do que k.

4 Uma construgao com uma prova surpreendente - Kneser (1955) + Lovasz

(1978)

O grafo de Kneser KGy x é o grafo cujos vértices sdo os k-subconjuntos de {1,...,n} tal que dois vértices sdo adjacentes se

os subconjuntos correspondentes sao disjuntos.

Exemplo 1. O grafo de Petersen € o grafo de Kneser KGs .

O seguinte exercicio mostra que o grafo de Kneser KGy, x ¢ livre de triangulos, sob certas condigoes envolvendo n e k.
Exercicio 5. Prove que se 1 < 3k, entdo KGn i € livre de triangulos.

Na sequéncia, veremos como calcular o niimero cromético do grafo de Kneser. O resultado que veremos foi conjecturado por

Kneser (1955) e primeiramente provado por Lovasz (1978).

Teorema 2. Sen > 2k — 1, entdo

X (KGpi) =1 — 2k + 2.

Exercicio 6. Mostre que

X (KGnx) <m—2k+2,

ou seja, mostre que € possivel colorir KGn ik usando n — 2k + 2 cores.



A demonstragdo do Teorema 2 que veremos é de Greene (2002). Para isso, necessitaremos do teorema de Borsuk-Ulam, um
resultado de Topologia Algébrica, e algumas consequéncias deste teorema. No teorema a seguir, S™ = {(x1,...,Xn41) €

R x4+ +x3,, =1}
Teorema 3 (Borsuk-Ulam). Para toda fungdo continua f:S™ — R™, existe x € S™ tal que f(x) = f(—x).
Exercicio 7. Prove os resultados a sequir, devidos a Lyusternik e Schnirelmann, utilizando o teorema de Borsuk-Ulam.

(a) Se S® =F1 U...UFn41, onde cada Fi € fechado, entdo existem i € {1,...,m+ 1} ex € S™ tal que x € Fy e —x € F;.

Sugestao: Considere a fungao continua f:S™ — R™ dada por f(x) = (dist(x, F1),...,dist(x,Fn)).
(b) Se S =UjU...UUp41, onde cada U; € aberto, entao existem i €{l,...,n+1} ex € S™ tal que x € U; e —x € U;.
Com estes resultados, é possivel deduzir o seguinte lema, devido a Greene (2002).

Lema 1. Se S™ = A; U...UAn.1, onde cada Ai € aberto ou fechado, entao existem i € {1,...,n+ 1} e x € S™ tal que

X €A e —XxEA;.

Agora iremos provar o Teorema 2.

Demonstracao do Teorema 2:

Considere o grafo de Kneser KGp x e seja d = n — 2k + 1. Para cada elemento i € {1,...,n}, associamos a ele um ponto
vi € S4 de forma que nenhum hiperplano passando pelo centro de S¢ contenha d 4+ 1 dos pontos escolhidos. Suponha que
KGn,k pode ser colorido propriamente com d cores.

A partir de uma coloracio prépria fixada, definiremos conjuntos A1, ...,Aq C S¢ da seguinte maneira: para um ponto x € S9,
temos x € A; se existe um k-subconjunto T de {1,...,1n} com a cor i tal que para todo j € T, (x,v;) > 0 (ou seja, os pontos
associados a T devem estar no hemisfério aberto centrado em x, denotado por H(x)).

Definamos também Aq1 =S4\ UL, Ai.

Temos A1,...,Aq abertos e Agq,1 fechado. Pelo Lema 1, existem i € {1,...,d + 1} e x € S¢ tais que x, —x € Aj,.

Se 1 <1 < d, obtemos dois k-subconjuntos T, T’ com a mesma cor i, um contido em H(x) e o outro contido em H(—x). Como
H(x) e H(—x) sao disjuntos, temos T e T’ disjuntos, o que é um absurdo, pois teriamos uma aresta com as extremidades da
mesma, cor.

Se i =d+ 1, entdo H(x) contém no méximo k — 1 dos pontos vi’s, bem como H(—x) também contém no méaximo k — 1
destes pontos. Assim o equador S¢\ (H(x) UH(—x)) possui pelo menos n —2(k —1) = d + 1 pontos. Como o equador é um
hiperplano passando pelo centro de S¢, terfamos tal hiperplano contendo d + 1 dos pontos escolhidos, o que contradiz nossa

suposicao inicial.
|

Por fim, basta notar que pelo exercicio 5 e pelo Teorema 2, temos que o grafo KGzx_1 k ¢ livre de tridngulos e possui nimero
cromdtico 3k —1—2k+2 = k+ 1, ou seja, o grafo de Kneser é uma outra maneira de construirmos grafos livres de tridngulos

e com numero cromdatico alto.



