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e Nao escreva mais de uma questao por folha.

e Escreva seu nome em cada folha que usar.

» PROBLEMA 1
Seja n um inteiro positivo e a1, as, . . ., a, reais ndo-nulos. Qual é a quantidade minima de coeficientes nao-nulos
que o polinémio P(z) = (z — a1)(z — a2) - - - (x — a,) pode ter?

» PROBLEMA 2
Para um inteiro positivo n, dizemos que um n-embaralhamento é uma bijecio o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
tal que existem exatamente dois elementos ¢ em {1,2,...,n} tal que o(i) # 1.
Fixe trés n-embaralhamentos distintos dois a dois 01,02, 03. Seja ¢ um primo e seja [y o conjunto dos inteiros
médulo g. Considere todas as fungdes f : (Fy)" — F, que satisfazem, para todo inteiro i com 1 <i < n e todo
L1y Ti—1,Tid1y--+,Tn,Y,2 € FZ,

f(l.lv"~axi717y7xi+17'~'7xn) +f(x1,...71'1'71,271'1'4»17...,5571) = f($17~~~7$i71,y+27$i+17~~~,xn),
e que satisfazem, para todo z1,...,z, € Fy e todo o € {o1,09,03},

f(xla" '7x7’b) = _f<xa(1)7--~7xa(n))'

Dada uma n-upla (z1, ..., 7,) € (Fy)", seja g(z1,...,2,) o ndmero de diferentes valores que f(z1,...,z,) pode
assumir sobre todas as possiveis fungoes f nas condigoes acima.
Pegue (z1,...,7,) € (Fy)" de forma uniformemente aleatéria, e seja €(q,01,02,03) o valor esperado de
g(z1,...,2,). Finalmente, seja
k(01,02,03) = — lim log, (—ln (E(q’al’@’ag) — 1)) .
q—00 q— 1

Pegue trés n-embaralhamentos distintos dois a dois o1, 09,03 de forma uniformemente aleatéria do conjunto
de todos os n-embaralhamentos. Seja m(n) o valor esperado de k(o1,02,03). Suponha que p(z) e g(x) sdo

polindmios com coeficientes reais tais que ¢(—3) # 0 e w(n) = % para infinitos valores de n inteiros positivos.

p(=3)
Calcule ek

» PROBLEMA 3
Seja ABC' um triangulo e w o seu circuncirculo. Defina D e E como os pés das bissetrizes por B e C. A reta
DFE encontra w nos pontos F' e G. Prove que as tangentes a w por F' e G sio tangentes ao exincirculo do AABC
relativo ao vértice A.

» PROBLEMA 4
Seja n um inteiro positivo e A um conjunto de inteiros tal que o conjunto {x = a +b | a,b € A} contém
{12,22,...,n%}. Prove que existe N tal que se n > N, entdo |A| > n0-666.

» PROBLEMA 5
Seja n um inteiro positivo. Dados n pontos no plano, prove que é possivel marcar um angulo de medida 27” com
vértice em cada um dos pontos dados, tal que qualquer ponto do plano estd no interior de um angulo.

Linguagem: Portugués Tempo: 5 horas.
Cada problema vale 7 pontos.

A vinganc¢a nunca € plena, mata a alma e envenena.
— Seu Madruga



