XII Competencia Iberoamericana Interuniversitaria de Matematicas Version virtual

Primeiro dia
22 de outubro de 2020

Problema 1. Seja a > 1 e considere a fungao f(z) = x® para x > 0. Para t > 0, defina M (t)
como a maijor area possivel de um tridngulo com vértices (0,0), (s, f(s)) e (¢, f(t)) para s € (0,¢).
Seja A(t) a area da regiao delimitada pelo segmento com extremidades (0,0) e (¢, f(¢)) e pelo
grafico de y = f(x).

(a) Demonstre que A(t)/M(t) nao depende de ¢. Denotamos esse valor por ¢(«). Determine

c(a).

(b) Determine o conjunto de valores que ¢(«) pode tomar quando « varia no intervalo (1,400).

Problema 2. Determine todas as triplas de inteiros positivos (a, b, ¢) que satisfazem o seguinte

sistema de equagoes:
a’+ b =c?
@+ +1=(c—1)>%

Problema 3. Sejam m,r, s,t inteiros positivos tais que m > s+ 1 e r > t. Considere m
conjuntos Aj, As, ..., A,,, com r elementos cada um. Suponha que, para todo 1 < i < m, existem
pelo menos t elementos de A; que pertencem, cada um deles, a pelo menos s conjuntos A; com
j # i. Determine o maior namero possivel de elementos do conjunto A; U Ay U---U A,,.

Cada problema vale 10 pontos
Tempo maximo: 4h 30m.
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Segundo dia

23 de outubro de 2020

Problema 4. Para todo polinomio P(z) com coeficientes reais, definem-se
Py=P(0) e Pj(x)=a’ P9 (),
onde PUY) representa a j-ésima derivada de P para j > 1.

(a) Demonstre que existe uma tnica sequéncia de ntimeros reais by, by, bs, . .. tal que para todo
polinémio P(z) com coeficientes reais e todo x real, vale que

k>1

(b) Calcule o valor da série Z by,

n=0
Problema 5. Determine todos os niimeros reais positivos 1, za, . . ., Tag21 tais que
x4+ 2
Tit1 = 3
33
para 1 =1,2,...,2020 e, além disso, xop2; = 7.

Problema 6. Para um conjunto A, define-se A+ A = {a+b:a,b € A}. Determine se existe
um conjunto A de inteiros positivos tal que

1 A+ A 1,2,...
S o g A0

n—00 n

Cada problema vale 10 pontos
Tempo maximo: 4h 30m.



