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PRIMEIRO DIA

Problema 1.

Seja ABC um triangulo acutangulo e escaleno tal que AB < AC. Os pontos médios dos la-
dos AB e AC sao M e N, respectivamente. Sejam P e () pontos sobre a reta M N tais que
LCBP =Z/ZACB e ZQCB = LZABC. A circunferéncia circunscrita ao triangulo AP B interseta
areta AC em D (D # A) e a circunferéncia circunscrita ao triangulo AQC interseta a reta AB
em E (E # A). Demonstre que as retas BC, DP e EQ sao concorrentes.

Problema 2.

Para cada inteiro positivo n, define-se T,, como o menor inteiro positivo tal que 1 +2+---+ 1T,
¢ multiplo de n. Por exemplo, 75 = 4 pois 1, 1 + 2 e 1 + 2 + 3 nao sao multiplos de 5, mas
1+ 2+ 3+ 4 é multiplo de 5.

Determine todos os nimeros inteiros positivos m tais que T,, > m.

Observagao: Todo o inteiro positivo é multiplo de si préprio.

Problema 3.

Seja m > 2 um inteiro. Uma sequéncia a = (aq,as,...,a,) de n nimeros inteiros é chamada
limenha se

mdc{a; —a; tal que a; >a;e1<i,j<n}=1,
isto ¢, se 0 maximo divisor comum de todas as diferencas a; — a;, com a; > a;, é 1.
Uma operagdo consiste em escolher dois elementos a; e a, da sequéncia, com k # £, e substituir
ap por ajy = 2a, — ay.
Demonstre que, dada uma colecao de 2" — 1 sequéncias limenhas, cada uma formada por n
numeros inteiros, existem duas destas sequéncias, digamos (3 e v, tais que é possivel transformar
£ em 7 efetuando um nimero finito de operagoes.

Observagoes:
e As sequéncias (1,2,2,7) e (2,7,2,1) tém os mesmos elementos mas sao diferentes.

e Se todos os elementos de uma sequéncia sao iguais, entao a sequéncia nao é limenha.

Idioma: Portugués Duracao: 4 horas e 30 minutos
Cada problema vale 7 pontos.
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Problema 4.
Demonstre que existe um conjunto C de 2020 inteiros positivos e distintos que cumpre simulta-
neamente as seguintes propriedades:

e Quando se calcula o maximo divisor comum de cada dois elementos de C, obtém-se uma
lista de nimeros todos distintos.

e Quando se calcula o minimo multiplo comum de cada dois elementos de C, obtém-se uma
lista de niimeros todos distintos.

Problema 5.
Determine todas as funcoes f : R — R tais que

flafle—y)+uyfle) =z+y+ f(z?),

para quaisquer dois nimeros reais x e .

Problema 6.

Seja ABC um triangulo acutangulo e escaleno. Sejam H o ortocentro e O o circuncentro do
triangulo ABC, e seja P um ponto interior do segmento HO. A circunferéncia de centro P e
raio PA interseta novamente as retas AB e AC nos pontos R e S, respetivamente. Denotamos
por ) o ponto simétrico ao ponto P com respeito a mediatriz de BC. Demonstre que os pontos
P, Q, R e S pertencem a uma mesma circunferéncia.

Idioma: Portugués Duracao: 4 horas e 30 minutos
Cada problema vale 7 pontos.



