XIII Competencia Iberoamericana Interuniversitaria de Matemaéticas Version virtual

Primeiro dia
26 de outubro de 2021

Problema 1. Paracada 0 < a < 1, seja R(a) a regido em R? cujo bordo é o pentdgono con-
vexo de vértices (0,1 — a), (a,0), (1,0), (1,1) e (0,1). Seja R o conjunto dos pontos que pertencem
simultaneamente a cada uma das regides R(«) com 0 < a < 1, isto é, R = ﬂ R(a).

0<a<l
Determine a area de R.

Problema 2. Sejam r > s inteiros positivos. Sejam P(x) e Q(z) polinémios distintos, nao
constantes com coeficientes reais, tais que

P(z)" — P(z)’ = Q(z)" — Q(z)° para todo = € R.

Demonstre que r =2 e s = 1.

Problema 3. Sejam m,n e N inteiros positivos e seja Zy = {0,1,..., N — 1} o conjunto de restos
médulo N. Considere um tabuleiro de tamanho m x n onde cada uma de suas mn casas contém um
elemento de Zy. Uma transicao consiste em escolher um elemento g € Zy, uma casa do tabuleiro e
somar g aos elementos localizados nas m +n — 1 casas que pertencem a mesma fila e coluna que a casa
escolhida, onde a soma se da médulo N.

Demonstre que se N é coprimo com m—1, n—1 e m+n— 1, entao qualquer configuracao inicial dos
elementos nas casas do tabuleiro pode ser transformada em qualquer outra configuracao usando uma
quantidade finita de transicoes.

Cada problema vale 10 pontos
Tempo maximo: 4h 30m.
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Segundo dia

27 de outubro de 2021

Problema 4. Seja Z* o conjunto dos inteiros positivos.
a) Demonstre que existe uma tnica fungao estritamente crescente f : ZT — Z* tal que

f(f(n))=2n+1, paratodon € Z".

b) Para a fungao do item a), demonstre que para todo n € Z*,

dn +1 3n+1

< ) < 2o

¢) Demonstre que em cada uma das desigualdades do item b) vale a igualdade para infinitos inteiros
positivos n.

Problema 5. Para todo inteiro positivo n, seja s(n) a soma dos expoentes de 71 e 97 na fatoracao
prima de n; por exemplo, s(2021) = s(43 - 47) = 0 e s(488977) = s(71%2 - 97) = 3. Se definimos
f(n) = (=1)*™, demonstre que o limite

i IR+ ()

n—-+4oo n

existe e determine seu valor.

Problema 6. Sejam 0 < a < b ntimeros reais. Demonstre que nio existe nenhuma funcao continua
f:la,b] — R tal que

b b
/ f(x)a* dr >0 e / f(z)z* dx <0,

para todo inteiro n > 0.

Cada problema vale 10 pontos
Tempo maximo: 4h 30m.



