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Definicoes

Muitos estudantes sentem dificuldade em pensar em problemas que envolvem funcées. Sinto que existem
2 principais causas para isso:

1. O problema d& uma grande quantidade de informacao e ¢é dificil de se organizar e juntar todos esses
fatos para solucioné-lo.

2. Nao conseguir entender o que as informagcoes adquiridas dizem sobre a funcao.

O objetivo dessas aulas é aprender a lidar com esses problemas. Mas, afinal, o que é uma fungao?
Apresento uma definicdo a seguir.

Definicao (Fungao). Dados dois conjuntos D e CD que chamamos de dominio e contradominio, respec-
tivamente, e uma relagdo que leva cada elemento d € D em um tnico elemento ¢ € CD, definimos uma
fungdo f como sendo essa relagdo. Além disso, definimos f(d) como o tdnico elemento em CD que esté
relacionado com d.

Como escrever tudo do pardgrafo acima é muito demorado (talvez nem tanto, mas muitas vezes a
preguica fala mais alto :)), podemos definir a fungao escrevendo f : D — CD, onde D é seu dominio e CD
a imagem.

Por exemplo, existe uma funcao que leva cada pessoa no seu aniversario. Nesse caso, D é o conjunto
das pessoas e CDD é o conjunto de datas em um ano. Veja que essa relacao é uma funcao, pois cada pessoa
possui um tunico aniversario. Veja também que podem existir varias pessoas com o mesmo aniversario e
nao ha problema com isso.

Além disso, é natural que definamos a imagem de f (Im(f)) como o conjunto dos elementos do con-
tradominio que foram relacionados com algum elemento do dominio, ou seja:

Im(f) = {f(d)Vd € D}

E comum que representemos uma funcao como um diagrama de setinhas que fazem cada elemento do
dominio apontar para um elemento da imagem, como a seguir:




H&a também alguns tipos de fungoes bem comuns que sao muito uteis na hora de resolver um problema:

Defini¢ao (Fungao Injetora). Dizemos que uma funcao f: D — CD é injetora quando f(d;) = f(d;) =
di =d;vdy,d; € D.

Ou seja, cada elemento do contradominio é imagem de no maximo um elemento do dominio.

Também podemos definir injetividade em um tnico elemento ¢ da imagem. Dizemos que f é injetora
em ¢ < existe um unico d no dominio tal que f(d) = c.
Defini¢ao (Fungao Sobrejetora). Dizemos que uma fungao f : D — CD é sobrejetora quando Im(f) =
CD.

Ou seja, Ve € CD3d € D tal que f(d) =c.

Defini¢ao (Funcgao Bijetora). Dizemos que uma fungao é bijetora quando ela é injetora e sobrejetora
ao mesmo tempo.

Equacoes funcionais

Ok, sabemos o que é uma funcao e até alguns tipos de fungoes, mas como resolver uma equagao
funcional? Afinal, nao ha operagoes que possamos fazer com uma funcao, ja que ela ndo tem nenhuma
operacao definida.

Felizmente, podemos aplicar uma funcao em conjuntos que tenham operagoes e fazer uma equacao para
cada uma dessas aplicagoes (ufa, ainda bem :)).

Por exemplo, o problema a seguir...

Problema (Cauchy nos racionais). Encontre todas as fungoes f: Q — Q, tais que

fix+y) =f(x)+fly ¥,y e Q

...nos dé as equacoes f(1) + f(0) = f(0), f(3) + f(4) = 1(7), f(2) +f(—1) = (1), ... e mais uma infinidade
de outras equacoes.

Como o maior desafio dos problemas de equagao funcional é achar as equagoes certas e tirar conclusoes
a partir delas, aqui estao algumas dicas para encontrar boas equacoes a partir de uma equagao funcional:

e Tentar achar uma solucao e fazer substitui¢oes pensando nela.

e Substituir as varidveis por 0.

e Provar injetividade e/ou sobretividade.

e Igualar valores ”"dentro” do f para que cortem.

e Tentar provar injetividade em algum valor (normalmente 0).

e Achar alguns valores de f, como f(0), f(1), etc.

e Tentar achar algum x tal que f(x) = 0, ou algum valor que pareca ttil.

e Provar que a fungao satisfaz a equagao de Cauchy.

e Achar mais informagoes sobre a fungao, como limitada e/ou monétona em algum intervalo.
e Aplicar indugao quando o dominio é inteiro ou racional.

e Explorar simetria.



Colocando a mao na massa.

Para se acostumar

Problema 1. Encontre todas as funcoes f: R — R, tais que

2f(x) +1(1—x) =14x
para todos os X,y reais.

Problema 2. Encontre todas as funcoes f : R* — R, tais que

2xf(x) +f (1) = x?

X

para todo real nao nulo x.
Problema 3. Resolva o problema apresentado na sessdo anterior (equacao funcional de cauchy).

Problema 4. Encontre todas as funcoes f: R — R, tais que

fix-f(y)) =flxy) +xVx,y € R

Problema 5. Encontre todas as funcoes f: Q — Q, tais que

fix +y) +f(x —y) = 2f(x) + 2f(y) Vx,y € Q

Problema 6. Ache todas as fungoes f: R — R, tais que
f(f(x) +y) = f(x* —y) +4f(x)yVx,y € R

Problemas
Problema 1. Determine todas as funcoes f : Z — Z, tais que para todos os inteiros a e b,
f(2a) + 2f(b) = f(f(a + b)).

Problema 2. Ache todas as funcées f: R — R, tais que

f(f(x)+y) =2x+f(fly) —x)
para todos os reais x,y.

Problema 3. Determine todas as funcoes f: R — R, tais que

f(x +yf(x +y)) + xf(x) = f(xf(x+y+1)) +y2Vx,y cR

Problema 4. Seja f : R — R uma fungao monétona tal que f satisfaz a equagado funcional de Cauchy.
Prove que f(x) = xcVx € R para algum c¢ constante real.

Problema 5. Ache todas as fungdes f : R — R, tais que, para todos x,y € R, f(x) + f(y) = f(x +y) e
f(XZOB) — f(X)ZOB.



Desafios

Problema 1. Ache todas as fungées f: R — R, tais que

f(xf(y) + f(x)) = 2f(x) +xy
para todos os reais x, Y.

Problema 2. Ache todas as fungoes f : R — R, satisfazendo

f(x* +f(y) =y + f(x)?Vx,y € R

Problema 3. Determine todas as fungdes f: R — R, tais que, para todos os reais x e y,

f(f(x)f(y)) + f(x +y) = f(xy).



