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MATEMATICA ‘
NO RAIO "

Teorema 1. Se n = pi* - p3?...pp*, com pi, pa, ..., pp nlmeros primos «; inteiros nao
negativos entdo o total de divisores positivos de n é (a1 + 1)(ag +1)...(ag + 1).

Demonstracdo. Seja
n=pt sk

com pi,p2,...,pr NUmeros primos distintos e aq,...,qp inteiros positivos. Aritmética
elementar garante que um inteiro positivo d divide n se, e s6 se, d = p;" - pgz et pgk , onde
0 <G <y para 1 < ¢ < k. Portanto, n possui tantos divisores positivos quantas sejam
as maneiras de escolhermos os inteiros (i, ..., Bk, tais que 0 < 3; < oy para 1 < i < k.
Como ha exatamente a; + 1 possibilidades para (; (quais sejam, 0, 1, .., «;), invocando
novamente o principio multiplicativo, concluimos que n possui exatamente

(a1 +1)-(ag+1)-...-(an+1) (1)

divisores positivos.

Exemplo. Quantos divisores positivos tem o niimero 72 = 23 . 327

Solucdo. Aritmética elementar ensina que cada divisor positivo do ntimero 72 = 23 - 32
possui a forma 2%-3% com a € {0,1,2,3} e b € {0,1,2}. Por exemplo, 233!, 20.32 ¢ 22.30
sao divisores positivos de 72. Portanto, o nimero de divisores positivos de 72 coincide com
o nimero de pares ordenados (a,b) de inteiros tais 0 < a < 3 e 0 < b < 2. Pelo principio
multiplicativo, ha exatamente 4 - 3 = 12 de tais pares ordenados.

Exemplo. Quantos divisores positivos pares possui o niimero 72 = 23 . 327

Solucdo. Cada divisor positivo par do nimero 72 = 23 - 32 possui a forma 2% - 3%, com
a€{1,2,3} ebe{0,1,2}. Portanto, o nimero de divisores positivos pares de 72 coincide
com o numero de pares ordenados de inteiros (a,b), tais que 1 < a <3 e 0 <b < 2. Pelo
principio multiplicativo, tal nimero ¢é igual a 3-3 = 9.

Exemplo. (AIME) Seja n = 23! -39, Quantos divisores positivos de n? sdo menores do
que n mas nao dividem n?

Solucao. Mais geralmente, seja n = p” - ¢°, em que p e g sdo primos distintos e r e s sao
inteiros positivos. Entdo, n? = p?" - ¢**, de forma que, por ([If), n? possui exatamente

(2r +1)(2s + 1)

divisores positivos. Observe agora que, para cada divisor positivo d de n?, tal que d < n, o
, 2 Ly, . o 2 .
nimero natural - também é um divisor positivo de n?, tal que "= > n. Portanto, excluido

o divisor n de n?, concluimos que existem exatamente

2r+1)(2s+1)—1

=2
5 rs+r+s
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divisores positivos de n? e que sdo menores que n.
Como (novamente por (m)) n possui (r + 1)(s + 1) divisores positivos (incluido o préprio
n), e como todo divisor de n é também divisor de n?, concluimos que existem

2rs+r+s)—[(r+1)(s+1)—1] =rs

divisores positivos de n?, menores que n e que nao sao divisores de n.
Em particular, se r = 31 e s = 19, entao rs = 589.

Exemplo. Qual a soma dos divisores positivos de 72 = 23 - 327
Solucdo. Listando e somando todos os divisores positivos de 72, encontramos

1+2434+44+6+8+9+12+18+24+4 36+ 72 =195.
Entretanto, podemos fazer isso da seguinte maneira mais organizada:

1+2+34+4+64+84+9+12+184+24436+72=
=20.3+2".3°+20.3" +22.3° + 21 . 31 + 27 . 3%+
+20_32+22.31+21.32_'_23_31_*_22_32_’_23.32
= (242" +22+2%).30 4 (20 + 2" + 22+ 2%) . 3!
+(20+21+22+23)32
= (20421 422 +2%) . (3% +- 31 4 3%).
Agora, observe que 29 + 2! 422 + 23 ¢ uma PG com 3+ 1 = 4 termos e 3° + 3! + 32 é uma
PG com 2 + 1 = 3 termos. Por fim, lembrando que
rn+1_1

I+rt4r? 4+ 4=
r—1

(2)

para todo real r £ 1, concluimos que a soma dos divisores positivos de 72 é igual a

2t—-1 33-1
. =15-13 = 195.
2—-1 3-1
Generalizando o exemplo anterior, seja
n=pf-py?- ... ppt
com pi, P2, ..., P imeros primos distintos e ay, . .., ay inteiros positivos. Distribuindo os

produtos
(L+pr+pi+-+p)A+pa+p3+---+p5%)...

(L p D+ DR,

obtemos, pelo principio multiplicativo, uma soma com exatamente (a3 +1)(ae+1)... (ax+
1) parcelas, na qual cada divisor positivo de n comparece precisamente uma vez. Fazendo
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r sucessivamente igual a py, p2, ..., pr em (E), concluimos que a soma dos divisores positivos
de n éigual a

p1—1 p2 —1 pr—1

Teorema 2. O produto dos divisores positivos de um nimero inteiro n > 1 é igual a

d(n)
n 2’

em que d(n) é igual ao numero de divisores positivos de n.
Demonstracdo. Sejam di,ds,...,dg, k = d(n), todos os divisores positivos de n, tais que
l=di <dy <...<dp=n. Assim,

n =dy - dg,

n=ds-dy_1,

n:dk-dl.

Multiplicando todas as igualdades obtemos

nk=(dy-dy-... dp)? =
d(n)
dl'dg‘...'dk:n 2 <
d(n)
Pn)=n"z.

Teorema 3. Sejam a e b nimeros inteiros e positivos quaisquer. Entao,
d(a-b) <d(a)-d(b),

com igualdade ocorrendo se, e somente se, mdc(a,b) = 1.
Nota: d(n) é igual ao ntimero de divisores positivos de n.

Demonstracdo. Inicialmente assuma que a e b sdo primos entre si. Assim, a = pj* -... pZ’“
eb=gq"-...-¢", em que p1,...,pg, q1,---,q sa0 primos, dois a dois distintos. Logo,
como a-b=pi"-...op* g™ g™, tem - se que

dla)=(n1+1)-...-(ng + 1),

dib) =(m1+1)-...- (m¢+ 1),

dla-b)=m1+1)-...-(npg+1)-(mi+1)-...- (m+ 1),
e, com isso, d(a-b) = d(a)-d(b). Assuma, agora, que a e b ndo sdo primos entre si, ou seja,
@—=r . Pk b b omy 5
teerteplt e pt e e gt L g™, em que T, T, ..., 77 SA0 08

fatores primos em comum. Entéao,

dla)=(a1+1)-...- (g +1)-(n1+1)-...- (ng + 1),
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db)y=0b1+1)-...-(+1)-(mi+1)-...-(m+ 1),
dla-b)=(ar+by+1)-...-(ag+b+1)-(ni+1)-...-(ng+1)-(m+1)-...-(my+1).
Como, para cada i(1 < i <[ tem - se que a; + b; + 1 < (a; + 1)(b; + 1), conclui - se que
d(a-b) < d(a)-d(b). Finalmente, em qualquer dos casos, tem - se que d(a-b) < d(a) - d(b),
com igualdade ocorrendo se, e somente se, a e b sdo primos entre si.

Exercicios propostos

1. Determine todos os niimeros inteiros e positivos n tais que d(n) é um nimero impar,
em que d(n) representa a quantidade de divosres positivos do niimero 7.

2. Qual o menor inteiro positivo com o mesmo nimero de divisores de 20207

3. Um nimero natural é chamado de numero perfeito se ele é igual a soma de seus
divisores naturais diferentes dele mesmo. Prove que se 2P — 1 é um ntimero primo,
entdo 2P~1(2P — 1) é um niimero perfeito.

4. (OBM) Mostre que existem infinitos nimeros inteiros e positivos n satisfazendo si-
multaneamente as seguintes condigoes:
(i) n é impar;
(ii) n possui exatamente 1200 divisores positivos;
(iii) existem exatamente 1997 tridngulos retdngulos, dois a dois ndo congruentes, de
lados inteiros e n como medida de um dos catetos.

5. Um inteiro positivo n possui exatamente 80 divisores positivos, que ordenados do
menor para o0 maior sao

l=di<do<d3g<...<dpg <dgy=n.

Determine quantos divisores positivos, no minimo, pode ter o nimero dr3.

6. (OBM) Considere o produto de todos os divisores positivos de um nimero inteiro
positivo, diferentes desse niimero. Dizemos que o nimero é poderoso se o produto
desses divisores for igual ao quadrado do ntmero. Por exemplo, o niimero 12 é
poderoso, pois seus divisores positivos menores do que elesdo 1,2,3,4e6e1-2:3-4-6 =
144 = 122. Apresente todos os ntimeros poderosos menores do que 100.

7. Seja n um ndmero inteiro e positivo, prove que d(n) < 24/n, em que d(n) representa
a quantidade de divisores positivos do niimero n.

8. Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que d(n) é um divisor de n, em
que d(n) representa a quantidade de divisores positivos do niimero n.

9. (Irlanda) Determine todos os inteiros positivos d que possuem exatamente 16 divisores
positivos dy,do, ..., dig tais que

1:d1<d2<...<d16:d,

d6:18ed9—d8:17.
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