Problemas Classicos de Polindomios

Semana Olimpica, 2021- Niveis 2 e 3

George Lucas

Secao Aquecimento

1
k(k+1)

Se o polindmio P(x) de grau 9 tem a seguinte propriedade P(k) =

1,2,...,10, determine P(11).

para k =

Sabendo que a, b, ¢, d s3o raizes da equac¢do x* + 4x3 — 6x% + 7x — 9 = 0, calcule o
valor da expressdo (1 + a?)(1 + b?)(1 + ¢®)(1 + d?).

Um certo polindmio p(x) quando dividido por x — a,x — b, x — c deixa restos a, b, c ,
respectivamente. Determine o resto da divisdo de p(x) por (x — a)(x — b)(x — ¢).

Seja P um polindmio de grau 2021 tal que P(i) = 2! parai = 0,1, ...,2021. Calcule
P(2022).

Dado o sistema:

s xz yz Z2
ot gt _g !
xz yz Z2
Vet gt
xz yz Z2 _
t62—12+62—32+62—52_1

Calcule x* + y* + z2.

Seja P(x) um polinémio quadratico com coeficientes reais tais que P(11) = 181 e
x? — 2x + 2 < P(x) < 2x* — 4x + 3 para qualquer nimero real x. Encontre P.

Se a > 0 e P um polindbmio de coeficientes inteiros que satisfaz
P(1)=PB3)=P(B)=P(7)=a
P(2) =P(4)=P(6)=P(8) =—a
Determine o menor valor possivel de a.



8. Sejam a, b, ¢ as raizes da equacdo x3 + 3x* + 5x + 7 = 0. Considere o polindmio P de
grau 3 satisfazendo:

P(a)=b+c
P(b)=a+c
P(c)=b+a

EP(a+ b+ c) = 16.Calcule P(0).

Sec¢ao Olimpica

1. (OBM) Calcule o valor numérico abaixo em sua forma fechada.
R*+22+ 1)@+ 42+ 1)(6* + 62 +1)...(32* + 322 + 1)
A*+12+DB*+32+D)G*+52+1)..(314+ 312 + 1)

2. (OMERJ) Encontre todos os valores reais que a pode assumir de modo que o
sistema
C+y*+z2=a
+y*+z2°=a
+y*+z2°=a
Possui solugdo com x, y, z reais distintos dois a dois.

3. (ClIM) Sejam a < 0 < B numeros reais e considere o polindmio
f(x) =x(x —a)(x — B).Seja S o conjunto dos nimeros reais s tal que o
polindmio f(x) — s tenha todas as suas raizes reais. Para s € S, seja P(s) o
produto da menor e da maior raiz de f(x) — s. Determine o menor valor possivel
de P(s) ao variar s € S. Para que valores de s esse minimo € atingido?

4. (Turquia) Uma sequéncia de nimeros reais ay, a,, ... satisfaz a condicao
m

> a1 () =0

n=0 n
Para todo m suficientemente grande. Prove que existe um polinémio P tal que
a, = P(n) paratodo inteiro ndo-negativo n.

5. (@) Prove que todo polinomio P de coeficientes reais e de grau n = 0 pode ser
escrito na forma

n
x
P = a()
k=0
Onde a; € Rparatodok, e (i) = W para todo x € R e k inteiro
positivo e (§) = 1 para todo x € R.
(b) Seja
n
x
Pe) =) a ()
k=0

Prove que P(t) € Z paratodo t € Z se, e somente se, a, € Z para todo k.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Determine todos os polindmios P tais que
P(x)>*—2=2P(2x* - 1)
Para todo real x.

Encontre todos os pares de polindmios (f, g), com coeficientes inteiros, tais
que
flg(x)) =x2°15 + 2x + 1

Sejan > 1 um inteiro positivo. Sejam t4, t,, ..., t,—1 € Q tais que
n—-1

j
z t;V2021" € Q
j=1
Provequet; =t, =+ =t,_1 =0.

Se um polindmio P de coeficientes reais satisfaz que para todo x € R
P(sen(x)) = P(cos(x))
Prove que existe um polinémio Q de coeficientes reais tal que

P(x) = Q(x* — x?).

(IMO) Encontre todos os polindmios P(x) com coeficientes reais que satisfaz a
igualdade

P(a—b)+PMb—-c)+P(c—a)=2P(a+b+c)
Para todas as triplas (a,b,c) de nimeros reais tais que ab + bc + ca = 0.

Sejam P e Q polindémios de coeficientes reais, ambos de grau impar,
satisfazendo para todo real x

Pl+x+0Q(x)*» =Q(1+x+P(x)>
Prove que P = Q.

Seja A um niimero real positivo satisfazendo 2 = 1%/3 + 1. Prove que existe um
inteiro positivo M tal que |M — A390| < 47100,

(OIM) Determine todos os polindmios P(x) com coeficientes reais tais que
P(2014) = 1 e, para algum inteiro c,

xP(x —c) = (x —2014)P(x)

(OBM) Dizemos que um polinémio é positivista se ele pode ser escrito como o
produto de dois polindmios nio-constantes com coeficientes reais nio-
negativos. Seja f(x) um polinémio ndo-nulo de grau maior que 1 tal que f(x™)
€ positivista para algum inteiro positivo n. Prove que f(x) é positivista.

(IMO) Seja P (x) = x* — 2 e P;(x) = Py(Pi—1(x)) paraj = 2,3, ... Prove que
para qualquer inteiro positivo n as raizes da equagio P, (x) = x sdo todas reais
e distintas.
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(IMO SL) Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que o maior
divisor primo de n* + n? + 1 é igual ao maior divisor primo de (n + 1)* +
(n+ 1%+ 1.

(IMO SL) Encontre todos os polindmios f (x) com coeficientes reais que
satisfazem

fOOf (2x*) = f(2x° + x)

(IMO SL) Seja f(x) = el para x € R\{0}. Defina f°(x) = x e para todo inteiro

2x
positivon f™(x) = f(f" 1 (x)). Prove que para todo x # —1,0,1 e n inteiro
ndo-negativo temos que

@ 1
n+ =1+
ey

(CIIM) Sejam r > s inteiros positivos. Sejam P(x) e Q(x) polindmios ndo
constantes de coeficientes reais tais que P(x)* # Q(x)? e que satisfazem
P(x)" = P(x)* =Q(x)" - Q(x)*

Para todo real x. Prove quer = 2es = 1.

(OBM) Considere o polindmio P(x) = 4x* + 12x — 3015. Defina a sequéncia
A P (x) P(Pp(x))
de polinémios P; (x) = Zo1e © Pyi1(x) = “ote
(a) Prove que existe um numero real r tal que P, (r) < 0 para todo inteiro
positivo n.
(b) Determine a quantidade de inteiros m tais que P,,(m) < 0 para infinitos

inteiros positivos n.

para todo inteiro positivo n.

Uma sequéncia infinita de polindomios Py(x), P; (x), P»(x), ... é definida por
Py(x) = x e para todo n inteiro positivo

Py(x) = Ppoq(x =1)Pp_1(x + 1)
Determine o maior inteiro k para o qual o polindmio P14 (x) é multiplo de x*.

(IMO) A equacao

x—D(x—2)...(x—2016) = (x — D)(x — 2) ... (x — 2016)
E escrita no quadro, com 2016 fatores afins em cada lado. Qual o menor inteiro
positivo k tal que é possivel apagar exatamente k dentre esses 4032 fatores de
modo que sobre pelo menos um fator em cada lado e a equacao resultante nio
admita solugdes reais?

Dado um real h seja, para todo real a, aldl = 1e
a™ = a(a — h)(a — 2h) ...(a — (n — 1)h) para todo inteiro positivo n.

n
n
pynl = [n-m]p[m]
(a+Db) E_ (m)a

m=0

Prove que
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(IMC) Calcule o produto
=1 (13 + 3n)?
11 n® — 64
(IMC) Determine todos os pares (P, Q) de polindmios monicos de coeficientes
complexos tal que P(x) divide Q(x)? + 1 e Q(x) divide P(x)? + 1.

(APMO) Sejam a, b, c, d, e, f nimeros reais tais que o polindémio

p(x) =x8 —4x7 + 7x® + ax® + bx* + cx3 + dx* + ex + f
tem todas as suas 8 raizes reais positivas. Determine os possiveis valores de f.

Existe uma fungio f: N2°2! — N bijetiva? Em caso afirmativo, é possivel que tal

funcado f seja polinomial (um poliné6mio de 2021 variaveis)?

(Observacao: N denota o conjunto dos inteiros positivos)

Secao Hard Level

1. Sejap um primo impareS = {x:x € {1,2,...,p — 1} tal que x* — 1 ndo é
multiplo de p para todo k=1,2,..,p-2}. Seja s a soma dos elementos de S.
Determine o inteiro r, —g <r< g, tal que s — r é multiplo de p.

2. Para cada inteiro positivo n, seja c(n) o maior nimero real tal que

f(a) — f(b)

c) = |— —p—I
Para todas as triplas (f, a, b) satisfazendo
of é um polindmio de grau n tal que f(x) é inteiro para todo x inteiro.
ea e b sdo inteiros distintos e f(a) # f(b).
Determine c(n).

3. Determine se existem dois conjuntos distintos A e B, cada um consistindo
de, no maximo, 20112 inteiros positivos e tais que para todo x € (0,1) é
satisfeita a seguinte desigualdade:

|Zxa_sz|<(1_x)zo11

acA beB



