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Sequéncias

Carlos Shine

Algumas ideias importantes

Tente “telescopar” sequéncias manipulando as equagoes ou desigualdades.

Se necessario, introduza novas sequéncias, como s, = ai + as + -+ + @, ou dy = Apy1 — Gp-
Transformagoes como b,, = 1/a,, também podem funcionar.

Usar indugdo também pode ser uma boa ideia; estude casos pequenos (e até nao tao pequenos!)

Se houver multiplicagdes nas contas, isole o que é constante, obtendo uma conta do tipo f(n) = ¢
e faga f(n+ 1) = f(n) para tentar fatorar.

Em problemas do tipo “construa uma sequéncia em que todos os inteiros aparecem mais uma
condicao”, construa a sequéncia dois termos de cada vez; um termo satisfaz uma condicao, e o
outro termo garante que todos os inteiros aparecem.

Recursoes lineares homogéneas de grau 2: se a,, = ba,_1 + ca,—o para b, c constantes, sejam « e
3 as rafzes de #2 — bz — ¢ = 0. Se a # 3 (podem ser complexas!) entdo a, = Aa™ + BB" para
constantes A e B que podem ser encontradas resolvendo um sistema com ag € a;. Se a = 3 entao
an = a™(A + Bn) para constantes A e B (que também sdo encontradas resolvendo um sistema).

Problemas

. Seja p um primo e ay, as, ... uma sequéncia de inteiros positivos tais que

2
ApQn42 = Gy +D

para todo n inteiro positivo. Prove que a1 divide a,, + a,42 para todo inteiro positivo n.

A sequéncia {z,}, ¢é definida por z; = % e Tpi1 = Ty + Tk. Seja:

Loy by
T1+1 mp+1 Z100 + 1

Determine | A], ou seja, o maior inteiro que é menor ou igual a A.
Dados reais 0 = z; < 29 < ... < 2015 = 1 com x;41 — x; < h para 1 < i < 2014, prove que

1—h 1007

— < T2i(Toiy1 — T2i—1) <

14+h
D) ‘ —_—.
i=1

2

. Uma sequéncia de polinomios é definida por fo(z) =1, fi(z)=1+=x e

(k+ 1) frra(@) = (@ + D fe(@) + (@ — k) fim1(z) =0, k=1

Prove que f(k) = 2F para k > 0.
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11.

12.

13.

Sejam (@ )n>0 € (bn)n>0 sequéncias de numeros reais satisfazendo ag %, Gpy1 > Ap € byyy =

>
an(bn, + by12), para todo inteiro ndo negativo n. Prove que a sequéncia (by)n>0 € limitada.
A sequéncia de reais positivos aq, as, ... satisfaz

a > kak
M2 (k1)

para todo inteiro positivo k. Prove que ay + as + - - - + a,, > n para todo n > 2.

A sequéncia de reais aj,as,... é definida por a; = 56 e a1 = ap, — ai para n > 1. Mostre que
existe um inteiro £ com 1 < k <2002 e a; < 0.

Considerar uma sequéncia de niimeros reais definida por:

1
Gpn+1 =0n+— paran=20,1,2,...
n

Demonstrar que, qualquer que seja o nimero real positivo ag, tem-se que a1g9s € maior que 63.

Determine se existem inteiros positivos a e b para os quais todos os termos da sequéncia definida
por

x1 = 2010, 29 =2011, xp42=2p+ Tp+1 +a\/TnTnt1 +b,n>1,
sao inteiros.
Seja n um inteiro positivo. Considere sequéncias ag, a1, ..., ax € by, b1, ..., b tais que ag = by = 1
e ap = by = n e tais que, para cada i com 1 < i < k, (a;,b;) é igual a (1 + a;—1,b;—1) ou
(ai—1,14+b;—1). Seja também, para 1 <i < k,

a; Se a; = Q;—1

bi se bz = bi,1

C; =

Prove que ci +¢cg + -+ ¢, =n? — 1.

Considere a sequéncia {a,} definida da seguinte maneira:
o a; =1
® az =3;
® a9 = 2a,410, + 1, para todo inteiro n > 1.

Provar que a méxima poténcia de 2 que divide asoos — aaoos é 22903,

A sequéncia infinita a1, as, as, . . . de inteiros positivos se define da seguinte maneira: a; = 1 e, para
cada n > 2, a,, é o menor inteiro positivo distinto de ay, as,...,a,—1 tal que:

\/an + \/an_l + -4+ 41/as ++/ar ¢é um inteiro.

Demonstrar que todos os inteiros positivos aparecem na sequéncia as, ag, as, . . ..

Determine se existe uma sequéncia infinita ag, a1, as, as, ... de inteiros ndo negativos que satisfaz
as seguintes condigoes:
(i) Todos os nimeros inteiros ndo negativos aparecem na sequéncia uma Unica vez.
(ii) A sequéncia
bp =a,+mn, n=>0,

é formada por todos os nimeros primos, cada um aparecendo uma unica vez.
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Demonstrar que existe uma sequéncia de inteiros positivos x1, xa,..., Ty, ... que satisfaz as duas
condigoes seguintes:

(i) contém exatamente uma vez cada um dos inteiros positivos,
(ii) para cadan = 1,2,... a soma parcial x1 + x2 + - - - + x,, é divisivel por n™.
Determine se existe uma sequéncia infinita de inteiros positivos aq, as, as, ... tal que

(i) cada inteiro positivo aparece exatamente uma vez na sequéncia;
(ii) cada inteiro positivo aparece exatamente uma vez na sequéncia |a; — asl,|as — asl, ..., |ax —

ak,1|, ce

Dado um inteiro k > 2, seja a; = 1 e, para cada inteiro n > 2, seja a,, 0 menor = > a,—1 tal que

Prove que todo primo aparece na sequéncia ai, as, - . ..

Seja A a raiz positiva da equagao t2—1998t—1 = 0. A sequéncia zg, 1, ... por 2o = 1, Tpi1 = [A2y]
para n > 1. Encontre o resto da divisdao de x199g por 1998.

Seja m > 2 um namero inteiro positivo. No inicio existem n pulgas numa reta horizontal, nem
todas no mesmo ponto.

Para um ntumero real positivo A, define-se um salto da seguinte maneira:

e Escolhem-se duas pulgas quaisquer nos pontos A e B com o ponto A a esquerda do ponto B;
e A pulga que estd em A salta até o ponto C da reta, a direita de B, tal que f—g =\
Determine todos os valores de A para os quais, para qualquer ponto M na reta e quaisquer posigoes

iniciais das n pulgas, existe uma sucessao finita de saltos que levam todas as pulgas para pontos &
direita de M.



