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1. Introducéo

Neste material, veremos uma transformacdo que, de certa forma, generaliza
praticamente todas as transformacdes geométricas mais estudadas em olimpiada. Trata-
se da transformacdo afim, também conhecida como aplicacdo linear do plano no plano.
A ideia por tras dela ¢ de “distorcer o plano” de maneira linear, fazendo com que os novos
eixos coordenados ndo sejam necessariamente ortogonais, mas que eles identifiqguem, de
maneira biunivoca, os pontos do plano, tal como a figura a seguir, onde A’ é a imagem de
A, 0’ é aimagem da origem O’ e x’,y’ sdo as novas dire¢oes dos “eixos coordenados”:

(x,y)

r

X

A figura resultante pode ser vista ainda como a figura original, projetada através
de um projetor inclinado, ou seja, projetamos um desenho plano numa parede, nédo
necessariamente paralela ao plano do desenho, e obtemos essa transformacéo linear como
resultado. Mas ver a ideia intuitiva dessa transformacdo ndo é o bastante, precisamos
defini-la formalmente, e € isso que vamos fazer a seguir. S6 bora!

2. Definindo Transformacdo Afim e Generalizando Outras
Transformacdes Geométricas

X1

X
Definicdo de Transformagdo Afim: Dado um vetor X = ;2 € R", definimos

le
transformacéo afim a toda transformacdo de R™ em R™ do tipo X - AX + B, onde A é
uma matriz n X n com entradas reais, cujo determinante € ndo nulo, e B ¢ um vetor coluna
fixo.



Observe que se n = 1, obtemos A = a # 0 e a transformacdo afimx - ax + b é
a famosa funcao afim. (embora a funcéo afim também inclua o caso a = 0). Observe que

sen =2,entdo X = [;C,]A = [Ccl Z] (ad —bc #0)eB = [;] donde:

ax+by+e

AX+B:[cx+dy+f

Neste material, focaremos nosso estudo nas transformacdes afim em R?, embora
muitos resultados vistos aqui podem ser facilmente generalizados para R™ (Depois de
estudar esse material, tente vocé mesmo fazer tais generalizacdes!).

E interessante notarmos o porqué de essa transformagc&o ser uma generalizagio de
praticamente todas as transformacfes geométricas classicas vistas em olimpiada (com
excecao da inversao).
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Onde [ f] séo as coordenadas do centro de rotacao.

Translacdo: Na definicdo, tome A = ( ) e B igual ao vetor de translacéo;

Rotacdo: Basta tomar A = (

Simetria Axial: Basta que A seja qualquer matriz com determinante igual a —1.
Por exemplo, se quisermos refletir em relacdo ao eixo x, é s6 fazer a transformacao:

L= 1= 10

k 0

Homotetia: Tome A = (O k>’ onde k é a razdo de homotetia, e tome a aplicacdo

como sendo:
B1- 17 [51- 7]
Onde [;] sdo as coordenadas do centro de homotetia.

A composi¢do de duas transformagdes afim é uma transformacdo afim (veja a
demonstracdo na proxima sec¢do). Dessa forma, composicao de rotagdes, composicdes de
reflexdes, composic¢Oes de homotetias e roto-homotetias séo, todas, transformacgoes afim.

A transformacdo afim também possui propriedades bem interessantes e
surpreendentes. As propriedades a seguir mostram muito bem isso.



3. Propriedades Principais

Propriedades da Funcdo Afim: Seja ¢:R? - R? uma transformacdo afim,
@(X) = AX + B. As propriedades a seguir sdo verdadeiras.

1. ¢ é bijecdo de R? em R?;
2. A composicdo de duas transformacdes afim é uma transformacéo afim.
3. @ leva retas em retas, isto é, se r é reta em R?, entdo ¢(r) é reta em R?;

4. ¢ leva retas paralelas em retas paralelas, isto €, se r || s sdo duas retas em R?,
entdo (1) Il ¢(s) em R?;

5. (Proporcdo Constante entre Areas). Para todo triangulo P, P, P;, temos que:
Area(p(P)@(P)(P;)) = |det Al. Area(P, P,P;)

6. (Proporcdo Constante de Segmentos Alinhados). Se A, B, C estdo numa reta,

nessa ordem, e % =k, entdo ¢ (A), p(B), (C) estdo numa reta, nessa ordem, e

PA)ep(B) _
»(B)p(0)

7. Dados quaisquer 3 pontos ndo colineares P;, P,, P;, existe uma Unica
transformacéo afim ¢ tal que @(P;) = (0,0), @ (P,) = (1,0) e @(P;) = (0,1).
Em outras palavras, sempre es transformacdo afim levando um triangulo em
qualquer outro (desde que eles ndo sejam degenerados).

Bonus 1: ¢ leva circunferéncias em elipses, e leva conicas em conicas.
Bonus 2: ¢ leva figuras convexas em figuras convexas.

Bénus 3: Dada uma curva C e uma reta [ tangente a C em P, temos que ¢(1) é a
reta tangente a ¢ (C) no ponto ¢ (P), ou seja, a transformacdo afim leva tangentes
em tangentes.

Prova: Faremos a prova das propriedades de 1 a 7, deixando as propriedades
bdnus como exercicios para o leitor.

1. ¢ € injetiva (se @X)=¢(Y)=>AX+B =AY +B=>AX =AY =
AT1(AX) = A71(AY) = X =Y, jaque existe AL, pois det A # 0) e ¢ é sobejetiva (pois
dado Y € R?, veja que @(A™*(Y—-B))=A(A"*(Y-B))+B=Y—-B+B=Y).
Logo, ¢ é funcgéo bijetora.

2. A composicao de duas transformacdes afim € uma transformacéo afim, pois se:

f:X»AX+Beg: X->CX+D



Sé&o duas transformacdes afins, entdo:
fog:Xw ACX + (AD + B)
E como det AC = detA.det C # 0, temos que f o g é transformac&o afim.
Antes de vermos as demonstracdes das outras propriedades, convém observar o
seguinte: dados trés pontos P, = [xl] P, = [xz] Py = [x3] temos que:
g ' P P77 2 7 lyL17 73 7 Lysl que-

ax; +by, +e ax,+by,+e ax3+by3+e>
=

a b e\ /X1 X2 X3
(c d f) ()’1 Y2 J’3> = (cx1 +dy,+f cx,+dy, +f cx3+dys;+f
0 0 1 1 1 1 1 1 1

N

_ x1 xZ x3 Xi ,Xé Xé
> A <3I1 Y2 }’3> = (y{ ys y§>
1 1 1 1 1 1

Onde ¢(P1) = (x1,¥1), 9(P;) = (x3,¥2), 9(P3) = (x3,¥3). Note ainda que:

Q

detA = =ad1+f.b.0+ec0—0.de—b.cl—af.0=

b
c d
0

[e)
=S

=ad — bc = detd

3. Para provarmos que ¢ leva retas em retas em retas, basta provar que ele leva
trés pontos colineares em trés pontos colineares. Para tanto, se P;, P,, P; s@o colineares:

Y1 Y2 Y3 =0=>detA.det <y1 Va2 y3> =0 =
1 1 1 1 1 1
/M X2 X3 X1 Xy X3
= det| A. <)’1 Y2 )’3) =0=|y; vy, yi|=0
1 1 1 1 1 1

E assim @(P;), ¢(P,), ¢(P;) sdo colineares.

4. Suponha que ¢ leva as retas paralelas r, s em retas @ (r), ¢ (s) concorrentes em
P. Entdo, se Q = ¢~1(P), entdo pela propriedade anterior, temos que Q estd nas retas
o @) =1 e ¢ ¢p(s)) =s, logo r,s concorrem em Q, absurdo. Com isso,

concluimos que @ (r) Il ¢(s).

5. Note que:

] 1 X1 X2 X3
Area(P,P,P;) = > det <}’1 Y2 }’3>
1 1 1




E que:

] 1 X1 Xy X3 1 /X1 X2 X3
Area(P{P,P;) = E det Yi Ys Vil = E det| A <y1 Y2 y3>
1 1 1 T 1 1
1 ) X, X, X3 1 X1 Xy X3
= —|detA.det <y1 Y2 y3) = |det A| (E det <y1 Y2 y3> )
detA 1 1 1 1 1 1

= |det A|. Area(P;P,P;)

6. tome um ponto P fora da reta ABC e use as relacfes de area para ver que a
posicao e a proporcdo dos segmentos se mantém ao aplicar uma transformacao afim.

7. Essencialmente, temos que encontrar constantes a, b, ¢, d, e, f tais que:

X1 Xy X3 0 1 0 /X1 X2 X3 0 1 0
y{yéyé=001<=A<y1yzy3)oo1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

X1 X2 X3
Como det <y1 Vo y3> # 0 (pois Py, P,, P; ndo estdo alinhados), entdo a matriz
1 1 1

N

X1 X2 X3
<y1 Y2 y3> admite uma inversa, e assim:

1 1 1
B a b e 0 1 0\ /%X Xz Xx3\7!
A=|c d f]=(0 0 1 <3’1 Y2 3’3>
0 0 1 1 1 1/\1 1 1

E ai achamos a, b, ¢, d, e, f de modo Unico m
4. Alguns Exemplos Introdutdrios

Nesta secdo, faremos alguns exemplos para entender melhor as propriedades
vistas na secdo anterior, bem como a forma matricial das transformacdes afim e a
preservacao da proporcao entre areas.

Exemplo 1: Seja F:R? —» R? a rotacdo do plano pelo angulo g (sentido anti-
horéario), em torno do ponto (2, —3).

(a) Determine a matriz que representa essa rotacdo em coordenadas homogéneas
(b) Determine F(0,4)

Observacdo: Dada uma transformacéo afim F: R? - R?:

[y] [] c y] [f]



A matriz que representa F em coordenadas homogéneas é a matriz A, dada por:

~ a b e
A=<c d f>
0 0 1

X

Tal nome se justifica, pois se X = [yl é a representacdo do ponto (x,y) € R? em
1
coordenadas do plano projetivo real, entdo sua imagem por F é simplesmente AX.

Solucdo: Vamos calcular F(x, y) para trés pontos ndo colineares.

e F(2,—3) = (2,—3), pois o centro de rotacdo ndo muda;
e F(20)=(2-+3-2)eF(0,-3) = G -3- %E) (é s6 trigonometria no
triangulo 30-60-90).

Portanto:
a b e\[2 2a—3b+e 2a—3b+e=2(1)
c d f)[—3]= 26—3d+f>=> _ _
[ ] (O 0 1 1 1 {ZC 3d+f=-3(2)
—3 a b e\[2] 2a+e o ,
G () P
0 0 1/11] 1

1/2

1
a b e\[O0 —3b+e -3b+e==(1")
538 =<c d f)[—3]=(—3d+f)=> 23@
) 2 0 0 1/11 1 _3d+f=—3—7(2”)

De (1) e (1"), temos —3b =3 = b = —\/3—5; de (2)e(2'),temos —3d = —-1=d = §

De (1) e (1), temos 2a = % >a= % De (2) e (2'"), temos 2¢ = %g =>c= ﬁ

Finalmente,de(l’),e=2—\/§—2a=%—\/§ede(2)’f=—2—2c——2—%

Logo:

3 V31 -
B 4 3 2
A=[3y3 1 , 3v3
4 3 2
0 0 1
R N A {73
4 3 2 3
EF(04)=|33 1 —Z—ﬂ <4>= 2 33| m
4 3 2 1 3 2
0 0 1 1



Exemplo 2: Seja ABC um triangulo e sejam X € BC,Y € CA,Z € AB tais que:

BX CY AZ
XC YA ZB

Determine a proporcdo entre as areas do triangulo delimitado pelas retas
AX,BY,CZ e do triangulo ABC.

Solucdo: Como transformacéo afim preserva
proporcdes entre areas, e como podemos levar
um tridngulo ndo degenerado em qualquer
outro por meio de uma transformagéo assim,
podemos supor que ABC é um tridngulo
equilatero de lado (k+ 1). Dessa forma,
BX=CY=AZ=keXC=YA=ZB =1.

Considerando a figura ao lado, temos que, pela
simetria, as areas destacadas por a sao iguais
entre si, bem como as areas destacadas por b
sdo iguais entre si. Sendo ¢ a area do tridngulo
PQR formado por AX,BY,CZ e S a area de ABC, temos que, por Menelaus no triangulo

ABX, reta secante ZQC:

CXZBQA_ 1 14AQ__
aQ AQ_ A0 kGke+D)
Sox kD = x40 kD1

Dai, olhando proporc@es de areas de tridngulos como propor¢des de segmentos, vem:

[AABX] _BX _ K \aapx] = cat2btc=—5 (1)
[AABC] " BC  k+1 T+l ¢ CTk+1

[AABC] ~ [AAZX] [AABX] [AABC]

[AAZQ] [AAZQ] [AAZX] [AABX] (@) (g) (ﬁ)(ﬂ)
Ax)\aB/\Bc

_ k(kk+1) Kk ko k3 _
k24 k+1k+1k+1 (k+D(R2+Ek+1)

k3S

~ [AAZQ] =b+c = (k+ D2+ k+1)

(2)
Como [AABC] =3a+ 3b + c =5 (3), fazendo (1) — (2) — % (3), vem:

c 1
—§=(a+2b+c)—(b+c)—§(3a+3b+c)=



kS k3S S kS ) k2 S
T k+1 (k+D(k24+k+1) 3 k+1 k2+k+1) 3
B kS( k+1 ) S (Bk—(*+k+1)s (k-1
S k+1\k2+k+1/ 3 3(k*+k+1) 3k +k+1)

Cancelando o fator — § segue que a proporcdo desejada é:

c  (k—-1)7

—=————n
S k?2+k+1

Exemplo 3 (Cone Sul/2017): Denotamos A(XYZ) como a area do triangulo XYZ.
Dizemos que um poligono P; P, ... B,, convexo e nao regular de n lados é guayaco se
existe um ponto O em seu interior tal que:

A(P,0P;) = A(P,0P3) = --- = A(P,_,0P,) = A(B,0P;)
Demonstrar que para todo inteiro n > 3 existe um poligono guayaco de n lados.

Solucéo: Seja Q,Q, ... Q,, um poligono regular e Q seu centro. Sabemos que, por

simetria, A(Q,QQ;) = A(Q,QQ3) = -» = A(Qy-10Q0Q;) = A(Q,QQ,) = A.

Agora, considere uma transformacdo afim ¢ que leva Q;Q,Q5; num triangulo
escaleno P,P,P;. Seja P; = ¢(Q;) (i =1,2,...,n) e O = ¢(Q). Como a transformacéo
afim leva poligonos convexos em poligonos convexos (pois leva segmentos no interior
de tridngulos em segmentos no interior de triangulos), entdo Q,Q, ... @, é levado no
poligono convexo e ndo regular P; P, ... B,, e Q é levado num ponto O em seu interior tal
que:

A(P,0P,) = A(P,0P;) = --- = A(P,_,0P,) = A(P,0P,) = K.A (K > 0)
Assim construimos o poligono desejado m
5. Conicas e Transformagdes Afim

Transformacdes afim sdo particularmente Uteis para se trabalhar com conicas,
sobretudo quando estamos lidando com areas, proporcdes entre segmentos, concorréncia
e colinearidade, uma vez que podemos transformar essas conicas “feiosas” em figuras
mais “simpaticas”, como circunferéncias, hipérboles equilateras, dentre outras.

Para comecar, vejamos um exemplo que parece absurdo de desafiador, mas que
uma transformacéo afim adequada o reduz a uma mera simetria.

Exemplo 4: Uma reta corta as assintotas de uma hipérbole nos pontos A e B, e corta a
hipérbole nos pontos P e Q. Prove que AP = BQ.



Solucdo: Seja O a intersecdo de suas
assintotas. Considere uma transformacéo
afim que leva 0 em 0’ = (0,0), A em
A'=(1,0) e B em B'=(0,1). Como
transformacéo afim preserva
colinearidade e proporcdo de segmentos
colineares, temos que, sendo P’,Q’ as
imagens de P, Q pela transformagéo afim,
respectivamente, se provarmos que

~ AP AP’
A'P' = B'Q’, entdo — = —— = 1, donde
BQ B'Q

AP = BQ e o problema estara resolvido.

Acontece que, como transformagdo afim
preserva tangéncia, as retas 0’'A’ e O'B’ sdo as assintotas da hipérbole transformada, e
como tais retas sdo 0s eixos coordenados, temos que a hipérbole transformada é do tipo
xy = k, paraalgum k # 0 real. Logo, A'P' = B'P’ por simetria e o problema acabou m

E como podemos usar as transformacdes afim para estudar melhor elipses? O
proximo exemplo nos d& uma ideia de como fazer isso.
Exemplo 5 (Elipses e Transformacgdes Afim): Sejam a, b > 0 e seja € a elipse de
. x2 yz
equagao — +:7 = 1.
(@) Mostre que para cada ponto P € &, existe um unico angulo 6 € [0,2r) tal que
P = (a.cos8,b.senB).
(b) Mostre que a area da elipse é wab;

(c) Dentre os triangulos inscritos em &, existem alguns que possuem area maxima.
Qual é essa area maxima?

Solugdo: (a) Considere a transformagcéo afim ¢: R? - R? definida por:

1
px) =14
0

S = O

Entdo, dado X = (x,y) € €, se X' = o(X) = (x',y"), entdo x’ = E y' = % e de
2 2
Z—z + 2’—2 =1, temos (x")? + (y')? = 1, ou seja, X’ estd no ciclo trigonométrico, e assim

existe 8 € [0,2m) tal que X' = (cos 8 ,sem 6). Portanto x = acos @, y = bsem 6.

(b) Podemos ver a area da elipse como sendo a soma infinita da area de varios
triangulos pequenos que a compde, como uma integral. Cada um desses triangulos tem a



. T 1 ‘A ~
area multiplicada por = — 80 ser transformado em triangulos que compde a

O QR
S= O

circunferéncia x? + y2 = 1. Assim, ao integramos sobre ela, temos que:
Area(Elipse) = fdA = f ab(dA’) = abf dA' = ab(Area(Ciclo Trig.)

Onde dA é qualquer triangulo que é elemento de area da elipse, e dA’ é a imagem
de dA pela transformag&o afim. Portanto, como (Area(Ciclo Trig.) = m.1? = m, segue
que Area(Elipse) = mab.

(c) O tridngulo de area maxima inscrito no ciclo trigonométrico é o equilétero (A
ideia € notar que os pontos variam sobre uma circunferéncia, que é compacta, e assim
existe triangulo de area maxima. Se esse triangulo ABC néo for equilatero, digamos AB <
AC, desloque A até o ponto médio do arco BC que 0 contém e aumentamos a area além

o , 3v3 . _ .
do maximo, absurdo). Como ele tem area T\/_ segue que, ao aplicarmos @1, a area do

A L L . 3vV3ab
tridangulo correspondente (que sera maxima por linearidade) € Ca

de area méaxima na elipse nem sempre é equilatero! Mas ele é sempre oriundo do triangulo
equilatero pela transformacéo afim m

. Note que o tridngulo

Exemplo 6: Seja ABCDE um pentdgono convexo e sejam F = BCNDE. G =
CDNEA, H=DENAB, | =EANBC, ] =ABNCD. Prove que se as areas dos
triangulos AHI,BIJ,CJF,DFG,EGH sdo iguais, entdo AF,BG,CH,DI e E] sao
concorrentes.

Solucdo: A condicdo das éareas iguais é equivalente, pela formula Area =
Basedltwre o HA = BJ, IB = CF, CJ = GD, DF = HE e GE = IA. Tais igualdades,

devido a colinearidade dos segmentos, sdo preservadas ao aplicarmos qualquer
transformacéo afim. Assim, aplique uma transformagao afim que leve o triangulo /AB
num tridngulo isosceles (Fig. 1). No que segue, indicaremos por P’ a imagem de P por
uma transformacéo afim.




Suponha que F'B’' < A'G'. Como H'A' = B']' e I'A’ = I'B’, temos que as retas
I'A" e I'B' s@o simétricas em relacdo a mediatriz de A’B’ (que é a mediatriz de H'J").
Assim, B’C' > A'E’. Para tanto, basta ver que, ao deslocarmos G’ ao longo de A’E’, o

valor de B'C’ aumenta, e 0 mesmo ocorre com B'C' ao deslocarmos F' ao longo de B'C’,
e podemos comparar tais distancias, devido a simetria ao longo de H'J'. Dai, F'B' —
B'C'<A'G'—AE'"=C'F'<G'E'" e como C'F'=I'B"=1'A"=G'E’, temos um
absurdo. Analogamente, ndo podemos ter F'B' > A'G' e dai F'B"' = A'G’, donde, pela
simetria, F'G' || H']', e ao fazermos a transformac&o afim inversa, concluimos que FG ||
H]J. Analogamente, GH || IF, HI || JG,I] || FH e JF |l GI.

Agora, como F, G, H, I, ] estdo numa conica (lembre-se que 5 pontos sempre estdo
numa cénica), e devido a convexidade do pentagono, tal conica € uma elipse (verifique!).
Dai, aplicando uma transformacéao afim que transforma tal elipse numa circunferéncia (a
ideia é rotacionar a elipse, tornando-a paralela aos eixos coordenados, e a seguir translada-
la para que seu centro vire a origem, transformando-a numa circunferéncia em seguida),
temos que F'G'H'I']' é inscritivel em T', Além disso, como F'G’ || H']', temos que 0S
arcos menores F'J' e H'G' em T séo iguais. Analogamente, G'F' e I'H' sdo iguais, H'G'
e J'I' sdo iguais, I'H' e F']’ sdo iguais e J'I' e G'F' sdo iguais. Logo, F'G' = G'H' =
H'I'=1]"=]'F" e assim F'G'H'I']' é regular. Logo, A'F', B'G’, C'H', D'I' e E'J'
concorrem no centro do pentagono. Portanto, ao aplicarmos a transformacdo afim inversa,
e notando que retas concorrentes séo levadas em retas concorrentes (pois transformagéo
afim preserva colinearidade), temos que AF, BG, CH, DI e EJ sdo concorrentes m

O proximo exemplo mostra um fato que sera muito Gtil nas questdes de olimpiada
gue resolveremos nos exemplos seguintes.

Exemplo 7: Seja ABC um triangulo, e sejam D, E, F pontos sobre BC, CA, AB,
respectivamente, tais que:

BD:DC=y:z,CE:EA=z:x; AF:FB=x:y

Suponha que os pontos D', E’, F' estdo sobre os segmentos AD, BE, CF,
respectivamente, tais que:

AD' : D'D =x(y+z):4yz;BE' : E'E = y(z+ x) : 4zx;CF' : F'F = z(x + y) : 4xy

Demonstre que D,D',E,E',F,F' estdo sobre uma elipse £ que é tangente
internamente aos lados do triangulo ABC.

Solugéo: Inicialmente, vamos provar que o resultado vale num tridngulo ABC tal
quep —a=x,p—b=1y,p—c =z (Tal tridangulo existe, pois basta tomar a = y + z,
b=2z+xec=x+y,endo édificil ver que eles cumprem a desigualdade triangular).
Sejam D', E', F' as segundas intersecdes de AD, BE, CF (D, E, F sao pontos de tangéncia)
com o incirculo w.



Temos que, por poténcia de ponto:,
AD'.AD = AE? = AD'.AD = x? (1)

Por Lei dos Cossenos em ABC, temos:

AB? + BC? — AC? _

c0sB = —— B BC

_(x+ )P+ +2)? - (2 +x)?
B 2x+ )y + 2)

E pela lei dos cossenos em ABD, vem:
AD? = (x+y)?+y?> —2(x + y)y.cosB =

(x+y)2+(y+z)2—(z+x)2> B
2+ )y +2) -

=(x+y)2+y2—2(x+y)y<

2y% + 2yx + 2yz — 2xz>

=x2 4+ 2xy + 2y —
x“+2xy +2y° —y YTz

_ x?y +xPz + 2xy? + 2xyz + 2y° + 2y%z — 2y3 — 2y*x — 2y*z + 2xyz _

y+z

X%y + x%z + 2xyz + 2xyz  x(xy + xz + 4yz)
= = = AD?
y+z y+z y+z

_ x(xy +xz + 4yz)

(2)

Fazendo (1) + (2):

AD' AD'.AD x? xy + xz
= = = =
AD AD? x(xy +xz+4yz) xy+xz+4yz
y+z
AD'’ AD' x(y + 2)
= = =
DD" AD — AD' 4yz

Que bate com a propor¢do da questdo! Analogamente, BE' : E'E = y(z + x) :
4zx e CF' : F'F = z(x + y) : 4xy. Portanto, nesse caso particular, temos que o incirculo
ja seria a elipse desejada.

Agora, para generalizar, apliqgue uma transformacgéo afim que leve esse nosso
triangulo em um triangulo qualquer. Assim, os pontos D,E,F,D',E’, F' sdo levados em
pontos que cumprem as propor¢des do enunciado (j& que tais proporgdes envolvem
segmentos colineares), e o incirculo w é levado numa elipse passando pelos seis pontos e
tangente aos lados, ja que a transformacéo afim preserva tangéncia m

E finalmente vamos aos problemas de olimpiada!



Exemplo 8 (RMM/2008 — Adaptada): Seja P um ponto escolhido aleatoriamente
no interior de um tridngulo ABC. Determine a probabilidade de que:

JIABP] = /[BPC] +\/[CAP]

Solucdo: Como as areas de triangulos ficam proporcionais ao se aplicar uma
transformacéo afim, temos que, se calcularmos tal probabilidade num tridngulo equilatero
ABC, entdo essa probabilidade serd a mesma para os demais tridngulos, ja que podemos
levar o triangulo em qualquer outro por uma transformacéo afim, e as proporcgdes entre
areas, tanto a probabilidade (que é calculada tendo a area como medida) como a relacdo
dada, se manterdo. Doravante, estudaremos apenas o caso do triangulo ABC ser equilatero

e de lado 2/+/3 (para que a altura seja 1).

Sejam:
4 (_1 ﬁ) x =d(P,AB),y = d(P,BC),z = d(p, CA)
3" 3
\ Sabemos que x + y + z = 1 (pois é a altura do triangulo)
2 e que:
0 ¢(5.9)
1 [ABP] = =;[BCP] =2, [cAP] = =
-2’ -2’ 2
>

/ - Portanto, queremos s.aber quando Vx = \/y + vz, para
B - 373 X, y, Z reais ndo negativos que somam 1.

Se P = (xp,yp), entdo xp = —§ +x = %— y — z € como a reta AC tem equagdo

V3
Y=Ya_Ye=¥a_T3 _ﬁ_ﬁ(H}):}_ﬁx_ PEAEI
X—x, xe—-x 1 Y7373 3 3 ¥ T YT 9T
Analogamente, a equacdo da reta BC é:
V3 +y+ 2v3 =0
3 YT 9T
Agora, calculemos distancias de ponto a reta:
_ﬁ _ + @ 2
B 3 Xp —Yp 9 |_xP - \/§Yp +§|
y =d(P,AC) = = 5

EEE



Xp+Yyp+—g—

[Eg

Esses calculos mostram que, quando P varia dentro do tridngulo, as coordenadas
(xp, yp) séo funcdes lineares de y, z (e, consequentemente, de x = 1 — y — z).

‘ V3 2«/‘ 5
|_xP +V3y, + 3|

z=d(P,AC) = 5

Vejamos se Vx,/y,vz formam lados de um triangulo. Isso é verdade se, e
somente se:

2((VEy) + (V2) + (Vav®)) = (VD) + () + (v2)') > 0

A ideia é notar que, por Heron, a &rea de um triangulo de lados a,b,c é
\/p(p —a)(p—b)(p—c),com2p = a+ b + c. Pode-se provar que:

pp—a)(p—hb)(p—rc) = %(2((1%2 + b%c? + c?a?) — (a* + b* + ¢c*))

De modo que, se eles formam lado de tridngulo, entdo tal termo é positivo, e caso
ndo formem, exatamente um dentre p — a,p — b, p — ¢ é ndo positivo, donde a expressao
€ ndo positiva.

Entdo, para v/x, \/_ 'z formar tridngulo, devemos ter que:
x2+y?+z2-2(xy+yz+2zx) <0
Considere a conica de equagao:
x2 4+ 92+ 22 -2(xy +yz+2zx) = 0 (%)

De fato, isso € uma conica, pois x, y, z podem ser escritos como funcdes lineares
de xp, yp, resultando em algo do tipo Ax; + 2Bxpyp + Cy%+ 2Dxp + 2Eyp + F = 0,
que é a equacdo de uma cénica. Portanto, se encontrarmos 5 pontos onde () é valido,
entdo encontramos nossa conica.

Note que se (x,y,z) = G% 0) (ponto médio de lado), entéo:
1 1 11
x? +y?% + z* —2(xy+yz+zx)—z Z—z(—.—):o

Logo, (1,—,0) ( 0, 1) e (0,3,3) estdo na conica (a conta para os demais é
2°2 2 2°2

analoga).
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Note que se (x,y,z) = (g'g'g) (ponto médio do segmento A0, onde O =

(1,1,1) é o centro de ABC), entdo:
3°'3°3

x> +y*4+2%—2(xy +yz + zx) =i+i—2<i+z> =0
36 9 36 9
Logo, (%%%) (%g%) e (g%%) estdo na conica. Como o incirculo passa por
esses 6 pontos, e s6 hd uma conica assim, temos que a equacdo (*) é justamente a equacao
do incirculo T, donde x? + y? + z% — 2(xy + yz + zx) < 0 representa o interior de T.
Portanto, para que x2 + y2? + z% — 2(xy + yz + zx) = 0, P deve estar em uma das 3
regides hachuradas:

Como a area correspondente a inequacdo vx > ﬁ ++/z é um terco da regio
hachurada (pela simetria), temos que a probabilidade de isso ocorrer é:
1, LESE B e
3 (Area Hachurada) _3\3 3 ) 77 (3V3—-m)V3 _9- V31 i}

Area(ABC) h2\/3 h2 27
3

Antes de partirmos para nosso proximo exemplo, vejamos um critério para saber
quando 4 pontos numa elipse sdo conciclicos olhando apenas para suas imagens numa
transformac&o afim. E o que diz o lema a seguir.

2 2
Lema: Sejam A,, A,A5, A, pontos na elipse € de equagéo % + % =1, e suponha

que a # b. Considere angulos 0 < 6, < 6, < 05 < 6, < 2m tais que:
A; = (a.cos6;,b.senb,); A, = (a.cos0,,b.senb,)
Az = (a.cos63,b.senb3); A, = (a.cosB,,b.senéb,)

Entdo o quadrilatero A;A,A3 A, € inscritivel se, e SO se, para algum inteiro positivo
K, tivermos 6, + 6, + 05 + 6, = 2Km.



Prova: A ideia aqui é demonstrar que, se 6, = 2Kmt — (6, +6,+65), 0
quadrilatero A;A,A3A, € inscritivel. Isso de fato resolve o problema, pois dados
04, 6,, 85, a circunferéncia que passa por A;, A,, A5 intersecta a elipse em um Unico ponto
distinto, e se provarmos que esse ponto € precisamente A,, acabamos. Para fazer tal prova,
vamos usar o teorema de Ptolomeu, e para isso necessitaremos saber quem sdo as
distancias A;A;. Note que, para i > j:

AiAj = J(a cos B; — a cos Hj-)z + (b sen 6; — b sen 9]-)2 =
= \/(—Za sen (T) sen (T)) + <2b sen ( > coS > =
0; — 6; 0; + 6; 0; +0;
= 2sen (%) jaz sen? (%) + bZ cos? (%)

Assim, para{i,j, k, 1} = {1,2,3,4},i > j e k > [, notando que@ =Km — @

implica sen? (@) = sen? (@) e cos? (@) = cos? (@), temos que:
0; — 6; 6, — 6 0; + 6; 0; + 6;
AjAj AAp =4 Sen( ) 5 J) sen( , 5 l) (a2 sen? (%) + b? cos? (%))

Como, por arco duplo:

a? sen? (M) + b2 cos? <9i + 61') _ (a® +b?) — (a® — b?) cos(6; + 6)
2 /- 2

E, de Prostaférese:

0;+0;—Km 0i+0—Km
sen 2 sen 2 = 2 Ccos 2 Ccos 2

= (—1)K%(cos(9i + 6,) — cos(8; + 6))

Assim:

Ahj Ady = (=1 <(a2 + b)) (i k, 1) = (a )g(i.j; k, l))

2

Onde:

f(i,j; k, 1) = cos(0; + 6;) — cos(6; + ;)



g, j; k, 1) = 2(cos(0; + 6;) — cos(6; + 6;)) cos(@i + 9]-) =

= 2 cos(8; + 6;) cos(6; + 6;) — 2 cos(6; + 6) cos(6; + 6;) =

2Knt+60;—0y 2Kn+60;—0;

= cos (29i +6; + 91) + cos(ﬁj — 61) — cos (29i +6; + Hk) + cos(Hj — Hk)

= g(i,j; k, 1) = cos(6; — 6y) + cos(8; — 6;) — cos(6; — 6;) — cos(6; — )

Portanto, para provar que A,A;. A,As + A,A . AsA, = A3A . ALA,, é suficiente
provarmos que f(2,1;43)+f(4,1;3,2) =f(3,1;42) e que g(21;43)+
9(4,1;3,2) = g(3,1;4,2). Vamos as contas!

f(2,1;43)+ f(4,1;3,2) =
= (cos(0, + 83) — cos(8, + 6,)) + (cos(6, + 6,) — cos(6, + 65)) =
= cos(6, + 03) — cos(6, + 6,) = f(3,1;4,2)
92,1;43)+g(4,1;3,2) =
= (cos(8, — 6,) + cos(6; — 03) — cos(6, — 63) —cos(6; — 6,)) +
(cos(8, — 03) + cos(6; — 0,) — cos(8, — 0,) — cos(6; — 63)) =
= cos(6, — 63) + cos(6; — 6,) — cos(6, — 03) —cos(8, — 6,) =
= cos(6; — 6,) + cos(6; — 6,) —cos(6; — 0,) —cos(6, — 0,) =
=9(3,1;4,2)

Portanto, pela reciproca do teorema de Ptolomeu, os pontos A,, A,, A3, A, S80
conciclicos e a demonstragdo do lema esta completa m

Exemplo 9 (Russia/2016 — Adaptado): Seja ABC um triangulo de baricentro G.
As retas AG,BG,CG intersectam os lados opostos em D, E,F, respectivamente. Se
D', E', F' séo os pontos médios dos segmentos AG, BG, CG, respectivamente, prove que:

(@) Existe uma elipse € de centro
G, que passa pelos pontos
D,D',E,E',F,F', de modo que € e
tangente internamente aos lados do
tridangulo ABC.

(b) Se I,, Iy, T, sé&o os
circuncirculos dos triangulos D'EF,
DE'F e DEF', respectivamente,
entdo Iy, I e Iz possuem um ponto
em comum, e esse ponto esta em £.




Solucdo: (a) Considere a transformacdo afim que leva ABC num triangulo
equilatero. Observe que os pontos D, E,F,D’,E', F' sdo levados em pontos no incirculo
de ABC, onde D,D’, E,E' e F, F' sdo diametralmente opostos e G é o centro. Assim, ao
revertermos a transformacao afim, o centro G é levado no centro G’ da elipse € que passa
por D,E,F,D',E',F’', e ela é tangente aos lados, pois transformacdo afim preserva
tangéncia.

(b) Parametrize os pontos da elipse tangente em (a). Por uma escolha adequada de
eixos, podemos supor que tal elipse é &: z—z + i—z =1 e que:
D = (acosB,,bsenb,);E = (acosb,,bsenb,); F = (acosbs,bsenb;)
Entdo, como DD', EE’, FF' passam pelo centro G da elipse:
D' = (acos(6; + m),bsen(6; + m));
E' = (acos(6, +m),bsen(6, + )); F' = (acos(8; + m),bsen(0; + m))
Agora, seja P = (acos8,bsenf),onde 6§ = m — (6; + 6, + 63). Note que:
0+ O, +m)+6,+0;=2m;0+6,+(0,+m)+6; =2n
06+6,+6,+(0;+mn) =2m

De modo que, pelo lema, os pontos P,D',E,F sdo concliclicos, bem como
P,D,E',F e P,D,E,F', provando que as trés circunferéncias em questao se intersectam
sobre Em

Antes de resolver nosso Gltimo exemplo, mais uma proposicao auxiliar.
Proposicdo: Seja € uma elipse de focos F;, F, e seja P um ponto no plano.

(i) (Propriedade Optica da Elipse): Se P € € e se £ a reta tangente a € por P (Fig.
1), temos (¢, PF,) = 4(¢,PF,).

(ii) (Propriedade Isogonal da Elipse): Se P ¢ um ponto fora de € e se A;, A, pontos
sobre € tais que PA;, PA, sdo tangentes a € (Fig. 2). Entdo, 2A,PF, = £A,PF,.
Ademais as retas Fl—ﬁ e FZ—P) sdo bissetrizes dos angulos 2AF A, e £A,F,A,,
respectivamente.

Fig. 1 Fig. 2



Prova: (i) Seja £’ uma reta que passa por P
e tal que ela forma angulos iguais com PF;
e PF,. Vamos mostrar que ela é a reta
tangente £. Suponha que nao, entdo 4’
intersecta a elipse € novamente num ponto
P’ tal que P'F, +P'F,=2a=PF, +
PF,, onde 2a € 0 eixo maior da elipse. Seja
F, F/ o simétrico de F; relativoa ¢'.

Pela simetria de angulos, temos que os trés angulos destacados sdo iguais, e assim,
temos que F,, P e F;| sdo colineares. Dai, F{F, = F,P + PF] = F,P + PF; = 2a, pela
simetria. No entanto, temos que, pela definicdo de elipse: 2a = F,P' + P'F, = F{P' +
P'F, e pela desigualdade triangular: 2a = F/P' + P'F, > F|F, = 2a = 2a > 2a,
absurdo. Assim, a elipse toca £’ somente em P, donde ¢’ = £. Logo, a primeira afirmacéo
esta provada.

(i) Sejam F/,F, os simétricos de F, F, relativos as retas PA,,PA,,
respectivamente. Pelo que vimos antes, F;, A,, F, sdo colineares, e F,, A;, F{ também o
sdo, além de que F{A, = F,A,, F,A, = F,A, e que F,F, = FF, = 2a. Pela simetria,
temos também:

PF, = PF/; PF, = PF}
LPFlAl = LPF:{Al =

LPFzAZ = LPFZIAZ = ﬁ

LF1PA1 = LF{PAl = 0
LF2PA2 = LFZIPAZ = 6

Pelo caso LLL, APF,F, = APF,F,. Assim:

LF{PFZ = LF1PF2’ = 29 + LF1PF2 = 26 + LFIPFZ = 9 = 6 o LAlpFl = LA2PF2

LPF,F; = tPF|F, = a; LPF,F] = £PF}F, = § =
= LA1F1P = LA2F1P = Qq, LA1F2P = LA2F2P = ﬁ
E assim a segunda afirmacdo est4 demonstrada m

O ultimo exemplo resolvido neste material foi o problema 3 da prova da OBM do
nivel 3. Apesar de ser um problema extremamente desafiador, usando todas as técnicas e
ideias vistas neste material, ele pode ser resolvido com “apenas uma pensada” e sua
solucdo é imediata quando percebemos quem séo os pontos e os angulos envolvidos.
Vejamos agora seu enunciado e sua solugdo “matemagica’!



Exemplo 10 (OBM/2020): Sejam 1y, r5, 1 Semirretas de origem P. O circulo wy,
de centro X, é tangente arg e r¢; 0 circulo wg, de centro Y, é tangente a r e r,; € 0 circulo
w¢, de centro Z, é tangente a 4 e rz. Suponha que P estd no interior do tridngulo XYZ,
de modo que 7,15, c Sejam tangentes comuns internas aos circulos correspondentes.
Sejam s, a reta tangente internamente a wg, W que ndo contém r,, sp a reta tangente
internamente a w., w, que ndo contém 1 € s a reta tangente internamente a w,, wg que
ndo contém r.. Prove que sy, Sg, S¢ tém um ponto comum @, e prove que P e Q séo
conjugados isogonais no triangulo XYZ, ou seja, as retas XP e XQ sdo simétricas com
relacdo a bissetriz interna de 2YXZ e as retas YP e YQ séo simétricas com relacdo a
bissetriz interna de XY Z.

Solucdo: Sejam Ry, Rg, R 0s raios de wy, wg, w¢, respectivamente, e sejam:
X' =YZNnrg;Y =ZXNrg;Z' =XY Nrg

Note que, como 1y, s, Sd0 tangentes internas a wg,
Sa £ wc, temos que elas se intersectam em X'. Além disso,
Re por semelhanca entre os triangulos X'YTy, e X'ZT,

. Y , ( z (Ty e T, séo pontos de tangéncia), temos que:
\ Rz
- i YX' YT, Rg
\_U [ ——

X'Z " ZT, R;

zy"  Rc _xz' R . ~ .
Analogamente, =— = - e == = =2, Agora, considere uma transformacéo afim T
Y'X R4 Z'Y Rp

do plano no plano, que leva o triangulo XY Z no tridangulo T(X)T(Y)T (Z), de medidas:

T(Y)T(Z) = Rg + Re; T(Z)T(X) = Rc + Ry T(X)T(Y) = Ry + Rg;

. S, s
“ary X” arR; % TWR,T(X) R, T

Como a transformacdo afim preserva colinearidade e preserva proporcdo de
segmentos colineares, temos que T(X') e T(Y)T(Z), T(Y') e T(Z)T(X), T(Z') €
TX)T(Y) e:

T()T(X') _YX'  Rp

T(XI)T(Z) T X'z~ R_C = T(Y)T(X,) = Rp; T(X’)T(Z) =R,




E de modo semelhante:
T(Z)TX") = Re; T(Y')T(X) = Ry;
TX)T(Z") = Ry; T(Z')T(Y) = Rp;

Dessa forma, T(X'),T(Y"), T(Z") sdo os pontos de tangéncia do incirculo T do
triangulo T(X)T(Y)T(Z). Assim, ao aplicarmos a operagdo inversa T~1, T~1(T) é levado
numa elipse €, tangente aos lados de XYZ em X', Y', Z', respectivamente (Exemplo 7).

Como 4Y'PX = £Z'PX (pois PX é
bissetriz interna do angulo formado
por rs = PY' e r. =PZ'), e, de
modo semelhante, £Z'PY = 2X'PY
e £X'PZ = LY'PZ, temos que P ¢
um dos focos da elipse €, pois se ndo
fosse, a0 menos uma das retas
PX',PY',PZ' ndo seria tangente a
Wy, Wg,We. Seja Q o outro foco.
Como X' é ponto de tangéncia da
elipse, temos 2QX'Y = 2PX'Z, isto
é, QX' = s4. Analogamente, QY' =
sg € QZ' =s., donde sy, sg,Sc
concorrem em Q.

Além disso, temos que, como XY’ e
XZ' sdo tangentes a elipse € por X, entdo 2PXZ = 2£QXY, ou seja, no triangulo XYZ, XP
e XQ sdo cevianas isogonais. Analogamente, YP e YQ sdo cevianas isogonais, bem como
ZP e ZQ. Assim, P e Q sdo conjugados isogonais, encerrando o problema m

Agora que vocé esta altamente treinado nas artes obscuras da transformacéo afim,
pratique as técnicas aprendidas e destrua todos problemas a seguir. Bons estudos!

6. Problemas Propostos

Problema 1: Determine a matriz que representa a reflexdo do plano em torno da
reta x + y = 2 em coordenadas homogéneas.

Problema 2: Seja F: R? — R? uma transformacéo afim tal que:
F(1,1) = (3,—4);F(0,2) = (-1,-1); F(-1,1) = (1,0)

(a) Determine a matriz que representa F em coordenadas homogéneas.
(b) Determine F(6,—8)
(c) Se T é um triangulo de area 5, qual é a area de F(T)?



Problema 3: (a) Prove que, para quaisquer dois paralelogramos, existe uma
transformacéo afim que leva um no outro.
(b) Prove que, para quaisquer duas elipses, existe uma transformacao afim que leva uma
na outra. Deduza um resultado similar para duas hipérboles e duas parabolas.

Problema 4: Seja ABC um triangulo, e sejam D, E, F pontos sobre BC,CA, AB,
respectivamente, tais que AD,BE,CF concorrem. Prove que 4.[DEF] < [ABC] e
determine quando ocorre a igualdade.

Problema 5: Seja ABC um triangulo de area 1. Os pontos E, F, G estdo nos lados
BC, CA, AB, respectivamente, tais que AE bissecta BF em R, BF bissecta CG em S e CG
bissecta AE em T. Determine a area do tridangulo RST.

Problema 6: (a) Considere um bolo no formato de um tridngulo. Cortamos esse
bolo através das retas de trissec¢do, isto é, retas que partem de um vértice e dividem o
lado oposto em trés segmentos de mesmo comprimento. Mostre que, com 0s pedagos
obtidos, podemos dividir o bolo igualmente para cinco pessoas.

(b) Considere o pedaco hexagonal do bolo. Prove as suas trés diagonais ligando
veértices opostos sdo concorrentes.

Problema 7 (Centros de Massa e Transformacdes Afim): (a) Considere uma
elipse € de centro O e seja T uma transformacao afim. Prove que o centro da elipse T'(€)
é o ponto T (0).

(b) Seja P um poligono, G seu centro de massa e seja T uma transformacao afim.
Prove que o centro de massa de T(P) é T(G).

(c) Seja € uma elipse fixa e sejam P um poligono tal que P circunscreve €. Prove
que, dentre todos os poligonos P com essa propriedade, 0 que possui area minima é aquele
cujo centro de massa coincide com o centro de £.

(d) Seja € uma elipse fixa e sejam P um poligono tal que P esté inscrito em E.
Prove que, dentre todos os poligonos P com essa propriedade, 0 que possui area maxima
é aquele cujo centro de massa coincide com o centro de £.

Problema 8: Determine a maior area possivel de uma elipse que esta inscrita num
triangulo retangulo de catetos medindo 3 e 4.

Problema 9: Prove que todas as cordas de uma elipse que determinam, juntamente
com a elipse, uma regido de area constante, sdo tangentes a uma elipse concéntrica e
similarmente orientada a elipse original.

Observacéo: Dizemos que duas elipses sdo similarmente orientadas se seus eixos
maiores sdo paralelos e a proporcéo entre as medidas de seus respectivos eixos € a mesma.

Problema 10: Seja ABCD um quadrilatero convexo e seja € uma elipse que
tangencia internamente os quatro lados de ABCD. Prove que o centro dessa elipse esta na
reta que liga os pontos médios das diagonais de ABCD.



Problema 11: Suponha que uma elipse tangencia os lados AB, BC,CD, DA de um
€cQ _CR

paralelogramo ABCD nos pontos P, Q, R, S, respectivamente. Prove que o5 — 5P

Problema 12: Considere trés elipses que sdo congruentes,
orientadas de forma semelhante (ou seja, todos 0s eixos
maiores séo paralelos), e que se tocam externamente dois a
dois, como na figura. Prove que a &rea do triangulo curvilineo
delimitado por eles (a area sombreada na figura) ¢
independente da posicao das elipses. Em seguida, encontre a
area do triangulo curvilineo se 0 comprimento de cada eixo maior é 2a e 0 comprimento
de cada eixo menor € 2b.

Problema 13 (Teste IMO — Roménia/2007): Seja A;A,A3;A,As um pentdgono
convexo, tal que:

[A14,43] = [A2A3A4] = [A34445] = [A4A5A] = [A5A14;]
Prove que existe um ponto M no plano do pentagono tal que:
[A{MAy] = [A;MA3] = [A3MA,] = [A4MAs] = [AsMA,]

Problema 14 (Fran¢a/1996): Seja ABC um triangulo e seja [ uma reta variavel,
néo paralela a nenhum de seus lados. Para cada reta [, seja G; 0 centro de massa dos trés
pontos que sdo as interse¢des de [ com os lados de ABC. Determine o lugar geométrico
dos pontos G; quando [ varia.

Problema 15: Seja ABC um triangulo e seja O seu circuncentro. Sejam D, E, F 0s
simétricos de A, B, C relativos a 0, respectivamente. As retas AE, AF intersectam a reta
BC em A,,A,, respectivamente; as retas BF,BD intersectam a reta CA em B,, By,
respectivamente; e as retas CD, CE intersectam a reta AB em Cy, C,, respectivamente.
Prove que os baricentros dos triangulos ADC,,ADB,,BEA,,BEC,,CFB,,CFA, estdo
numa mesma elipse.

Problema 16: Seja £ uma elipse, que ndo é uma circunferéncia, e sejam X,Y,Z
pontos distintos de €. As tangentes a £ por Y, Z se intersectam em A, as tangentes a € por
Z, X se intersectam em B e as tangentes a € por Z, X se intersectam em C. As retas BY e
CZ se intersectam num ponto P no interior de €. Seja X’ a intersecdo de AP com £, Y a
intersecdo de BP com &, Z' a intersecdo de CP com &. Sejam ainda Iy, Iy, [, 0s
circuncirculos dos triangulos X'YZ,Y'ZX,Z'XY, respectivamente. Prove Iy, Iy, [z, &
possuem um ponto em comum se, e somente, se, P € o centro de £.

Problema 17 (Iran RMM TST/2020): Uma circunferéncia w esta no interior do
triangulo ABC. As tangentes de A a w intersectam BC em A4, A,. Defina B4, B,, C;, C, de
maneira similar. Prove que se cinco dos seis pontos A4, A,, By, B,, C;,C, estdo numa
circunferéncia, entdo o sexto ponto também esta nessa circunferéncia.



