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O intuito deste material é apresentar algumas técnicas em desigualdades relacionadas ao estudo de fungoes,
envolvendo a de analise crescimento, convexidade, maximos e minimos de uma funcao. Para isso, utilizaremos
algumas ferramentas de célculo.

1 Definigoes e Ideias Iniciais

1.1 Relembrando Algumas Substituigoes

Trocar variaveis pode ser interessante em desigualdades, para transformé-las em expressbes mais familiares.
Relembremos primeiro duas substituicoes que vocé provavelmente ja usou bastante:

Lema 1.1. Se a; - az ---an = 1, entao existem x1,Xx2,- -+, X, nao nulos tais que a; = , €m que Xp1 = X71.

Xi:LI
Lema 1.2. Se a, b, c sao lados de um tridngulo, entao existem x,y,z > 0 taisque a =x+y,b=x+zec=y+z.

Outra substituicao que pode ser tutil é a mudanca de denominadores "feios" por outras variaveis. Feito isso,
calculamos as varidveis antigas em termos das novas por meio de um sistema. Isso pode ser legal pois tira somas
dos denominadores.

Nao esquegamos das substituigoes trigonométricas. Alguma relacao entre nameros reais pode estar se referendo a
alguma identidade trigonométrica, quando por exemplo fazemos a substituicdo x = tan 0 (lembre-se que tangente
é uma fungéo sobrejetora).

Lema 1.3. Se x| < L, entdo x = Lcos(0), para algum 0 € [0, 27).

Exemplo 1.4. (Treinamento Cone Sul 2006) Os nameros reais xj,X2, -+ ,Xn pertencem ao intervalo [—1,1] e a
soma de seus cubos é igual a zero. Prove que

X]+X2+ -+ xn < §
Solu¢ao: Como x; € [—1, 1], podemos escrever x; = cos(0;), com 0; € [0,27). Agora note que

3 .
xi = cos(6;) = 4 cos(0;) cos(361).

3
Portanto:
- = = 4cos(0;) — cos(38 o 3 n N
;Xi:;COS( ; § ; H ; cos(364) :—chos39 <3
ja que —cos(x) < 1. .
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Exemplo 1.5. Sejam x, Yy, z reais positivos tais que x+y+z = xyz. Fazendo x = tan(«), y = tan(p) e z = tan(y),
com «, B3,y € (0,%) (pois x,y,z > 0), temos

x+y+z=xyz & tan(a) + tan(P) + tan(y) = tan(«) tan(p) tan(y).

Notemos entao que

~ tan(a+p) +tan(y)  tan(a) +tan(B) + tan(y) — tan(a) tan(p) tan(y)
tan(e+ B +Y) = 3 B tanly) T — tan(od) tan(B) — tan(p) tan(y) — tan(y) tan(a) _ °

Portanto, & 4+  + vy = 7, ou seja, sao angulos de um tridngulo.

Exemplo 1.6. Uma ultima substituicao que pode ser interessante é a = e*, quando a > 0. Por exemplo, se abc =1
com a,b,c > 0, podemos fazer a = e*, b =eY e ¢ = e*. Mudamos entao nossa condi¢ao para x +y+z = 0.

1.2 Homogeneizagao

Definigao 1.7. Uma fungao f: R™ — R é homogénea se
f(tX],th, e )txn) = tkf(XhXZ) o )Xn) Vte R»

para algum inteiro k > 0 fixado.

Dessa forma, pensando numa desigualdade nas variaveis x1,x2, - -+ , X como uma coisa do tipo f(x1,%x2, -+ ,Xn) >

0, caso f seja homogénea, basta analisarmos os casos em que g(x1,X2,- -+ ,Xn) = 0 ou g(x1,Xx2, -+ ,xn) = S, para
algum S # 0 fixado, sendo g uma fun¢ao homogénea qualquer.

Exemplo 1.8. A desigualdade entre as médias aritmética e geométrica pode ser reescrita como

f(x1,%2, yXn) =%X1 X2+ -+ X0 —NYXIX2 X0 > 0.

Note que
ftxy,txz, - ytxn) = txg +tx2 + -+ + txn — NV Ixtxo - txn = tF(X7,%2, + yXn),s

e entao, como x; > 0, podemos supor sem perda de generalidade que x;1 +x2+---+Xxn, =1 ou que X1X2 -+ X, =1
(mas nunca as duas simultaneamente) e entdo para prova-la basta verificar a desigualdade nestes casos.

2 Mixing Variables

Em problemas de desigualdade, pode ser bastante util estudar os casos de igualdade. Suponha que queremos
mostrar que f(a,b,c) > 0 para alguma func¢do f com a condi¢do abc = 1. Se verificamos que o caso de igual-
dade ocorre quando dois ou mais varidveis sao iguais, intuitivamente, pode-se pensar que quando as varidveis se
aproximam provavelmente f ird diminuir.

A ideia do método mizing variables é justamente aproximar as varidveis e tentar concluir que de fato a funcao
ird diminuir. Por exemplo, podemos tentar provar que f(a,b,c) > f(v/ab, Vab,c).

Veja que no lado direito ainda temos o produto das entradas igual a 1. Mas por que provar isso é interessante?
Porque, provado isso, agora ¢ suficiente verificar que f(v/ab,vab,c) > 0.

Embora isso parega feio, o interessante é que se fizermos v ab = t, entao abc =1 = c = J—z, € passamos a querer
provar que f(t,t, tiz) > 0, que é um problema em uma variavel!
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O cuidado principal que devemos ter é que nem sempre queremos aproximar quaisquer duas variaveis. Por conta
disso, pode ser interessante tentar ordenar as varidveis e ver o que ocorre se aproximar as duas maiores, as duas
menores ou algum outro par especifico. Mas lembre-se que nem sempre podemos ordenar as variaveis. S6 podemos
fazer isso se a desigualdade for simétrica. Caso contrario, precisaremos dividir em casos.

Exemplo 2.1. (IMO SL 93) Sejam a, b, ¢, d reais ndo negativos tais que a + b+ c+ d = 1. Prove que

1 176
< — 4 — .
abc + bed + cda + dab < 77 + 77 abcd

Solucao: Como a expressao é simétrica, podemos supor, sem perda de generalidade, que a <b <c¢ < d.

Seja
176 176
f(a,b,c,d):abc+bcd+cda+dab—2—7abcd:ac(b+d)+bd a+c—2—7ac .
Note que
2
b+d b+d b+d 176 176
f(a,Z,C,2>—f(a,b,c,d):ac(b+d)+<2> <a+c—27)—ac(b+d)—bd<a+c—27ac)

= L_d ’ a—+ —]ﬁa
2 €T 79
b—-d

2
Queremos verificar se o valor de f aumenta ao aproximarmos duas variaveis. Como ( > ) > 0, basta verificarmos

que a + ¢ — %ac > 0. Como a desigualdade é simétrica, podemos supor, sem perda de generalidade, que

a <b <c<d. Logo, temos que

N —

20a+c)<a+b+c+d=T=a+c<

Portanto, temos que
atc > 4 >8> E
ac — a+c 27

Entao, concluimos que se a < b < c < d, entao

b+d b+d
f(a,z,c,z) > f(a,b,c,d).

Note que de modo analogo ao feito para a + c, também temos a + b < % Portanto conseguimos prosseguir do
mesmo modo acima para concluir que, ao se igualar ¢ e d, também aumentamos o valor da expressao.

Portanto, sendo t = b*giﬂi, temos que f(a,t,t,t) > f(a,b,c,d). Como a =1 — 3t, basta verificarmos que
1
f(1—3t,t,t,1) < 5 & 528t* —392t3 + 81t —1 < 0.

Fazendo t = %7 temos a = 0 e é um caso de igualdade. Logo, 1§ deve ser raiz do polindémio acima (por isso é
interessante estudar alguns casos de igualdade, podem facilitar as contas!). Finalmente, temos:

528t —392t3 + 81> —1 <0 <= (3t—1)(176t> —72t*> + 3t +1) <0.
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Pelo teste da raiz racional em g(t) = 176t3 — 72t? + 3t 4+ 1, vemos que JT é raiz e podemos fatorar.

(Bt—1)(176t3 =72t +3t+1) <0 &= (3t—1)(4t—1)(44t* —7t—1) <0
e Bt—1)[@Et—1*(11t+1) <0

Como 0 <t< %, temos o desejado e vemos que a igualdade ocorre quando t = % out= %, ou seja, (a,b,c,d) =
(%)%a%)%) ou (a,b,c,d): (Q%)%»%) O

Estudaremos anélise de crescimento e estudo dos maximos e minimos de uma fungao nas préximas segoes. Mas

adiantaremos a ideia aqui.

Desejamos mostrar que g(t) > 0 no intervalo [O, H Calculando a derivada, temos g/(t) = 3(176t?> —48t+ 1) =

3(44t — 1)(4t — 1). Como o coeficiente lider é positivo, segue que 41—4 serd, um ponto de méaximo local e % é um

ponto de minimo local.

Dado um intervalo [a,b], o minimo global de uma fung¢io neste intervalo ocorrera sempre em um dos minimos
locais ou nos extremos. Logo, basta calcular o valores de g em O,]; e % e verificaremos que todos os valores séo
maiores ou iguais a 0, de modo que g(t) > 0, concluindo o desejado.

3 Monotonicidade

Defini¢ao 3.1. Uma funcdo f: I — R é crescente se x <y = f(x) < f(y) para x,y € I. Se vale a desigualdade
estrita, dizemos que f é estritamente crescente. Dizemos que f é decrescente se x <y = f(x) > f(y) para x,y € L.
Se vale a desigualdade estrita, dizemos que f é estritamente decrescente. Dizemos que f é mondtona se ela é
crescente em I ou decrescente em I.

Em geral, para verificar se uma fungao é crescente, utilizamos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Uma funcao diferenciavel f: I — R ¢ crescente em I se, e somente se, f'(x) > 0 para todo x € I. Se
vale f'(x) > 0, entdo f é estritamente crescente. A funcao f sera decrescente em I se, e somente se, f'(x) < 0 para
todo x € 1. Se vale '(x) < 0, entdo f é estritamente decrescente.

Exemplo 3.3. Sejam a, b, ¢ reais positivos tais que abc = 1. Prove que

a?+b?+c?<ad+ud+c3.

Solugao: Seja f(t) = a* + b' + ct. Note que
f'(t) = a'In(a) + bt In(b) + ctIn(c) = f’(t) = atIn(a)? + bt In(b)? + ctIn(c)? > 0.
Pelo teorema 3.2, f’ é crescente. Portanto, para t > 0:
(1) > f(0) = In(a) + In(b) + In(c) = In(abc) =In(1) = 0.

Portanto, f também é crescente. Em particular, f(3) > f(2), como queriamos. O
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4 Convexidade

Definicao 4.1. Dizemos que f: I — R é convexa se seu grafico se situa abaixo de qualquer uma de suas secantes,
ou seja, se a < x < b, com ]a, b[C I, entao:

f(b) —f(a)

a<x<b=f(x)<f(a)+
b—a

c(x—a).
Uma fungao serd chamada concava se valer o sinal invertido.

Em geral, para verificar se uma fungao é convexa num intervalo I, podemos usar o resultado a seguir:

Teorema 4.2. Uma funcao f : I — R, duas vezes diferenciavel no intervalo I, é convexa se, e somente se, '/ (x) > 0
para todo x € I. De modo semelhante, f sera concava se, e somente se, f”/(x) < 0.

4.1 Jensen e Karamata

Teorema 4.3. (Jensen) Seja f: I — R uma funcdo convexa. Entdo, para quaisquer xi,x2,-- ,Xn € I e para
quaisquer reais nao negativos wi, Wy, -+, Wy cOM W1 + W2 + -+ + Wy = 1, temos

wif(x1) + waf(x2) + -+ wnflxn) = flwrxy + waxz + -+ + Wnxn).
Se f é concava, o sinal da desigualdade se inverte.

Exemplo 4.4. (médias com pesos) Sejam aj,ay,- -,y reais positivos e wi, wa, -+ , Wy reais positivos com
w1+ w2+ ---+ wy =1. Entao
Wn

wia; +wyay 4+ -+ wpan > af’lay’? - ay

Demonstragao: Seja f(x) = —In(x). Note que f'(x) = —% <0ef'’(x) = )37 > 0 para x > 0. Logo, pelos teoremas
3.2 e 4.2, f & decrescente e convexa para x > 0. Portanto, pela desigualdade de Jensen, obtemos:

—wiIn(ay) —wzIn(az) — -+ —wnln(ay) > —In(wray + wzaz + -+ wpay)

—In(a”"ay?---ap™) > —In(wra; + wraz + -+ + wnan)

a’'ay? - capt <wiar +wrax + -+ Wedn.

Exemplo 4.5. (IMO 2001) Sejam a, b, ¢ reais positivos. Prove que

a n b n c >
VazZ+8bc vb2+8ca V2 +8ab

Solucao: Como a desigualdade é homogénea, podemos supor, sem perda de generalidade, que a+b+c=1. Além

disso, f(x) = % é convexa, pois f’/(x) = %x*%. Logo, pela desigualdade de Jensen com pesos a, b, ¢, temos

a b c 1 1
+ + > = :
VaZ+8bc  vb2+8ca VcZ+8ab  y/a(a? +8bc)+b(b2 +8ca)+c(c+8ab) Va?+b3+c3+ 24abe
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Logo, basta a® 4+ b3 + ¢ + 24abc < 1. Por MA — MG, temos que
T=(a+b+c)P=a®+b3+c3+3(a+b)(b+c)(c+a)
> a® +b% + ¢ +3(2Vab)(2vbe)(2vea) = a® + b + ¢ + 24abe,

como desejado. O

Definigao 4.6. Sejam x; > x2 > -+ > X €Y1 > Yz > --- > Yn duas sequéncias tais que
X1+x2+ - +xXn =Y +yz+--+yn

e,parak=1,2,--- ,n—1, temos
X1 +XxX2+ Xk 2Yr +Yyz2+ Yk,

Dizemos entdo que a sequéncia (x,,) majora a sequéncia (yn ) e denotamos por (xn) = (Yn).

Teorema 4.7. (Karamata) Seja f: [ — R uma fungdo convexa. Se (xn) majora (yn), entéo
fx1) 4+ f(x2) + -+ f(xn) > fly1) + flyz) +--- 4+ flyn).

Se f é concava, o sinal da desigualdade se inverte.

Exemplo 4.8. Sejam aj,ay,---,a, reais positivos. Prove que
3 3 3
a a a
g4 244> a%+a%+...ai.
az as a

Solugdo: Seja xi =1In(ai). A desigualdade equivale a
e3x1—xz 4 e3X2—X3 T eSx“—m Z eZm + erz N ern.

Como f(x) = e* é convexa, se mostrarmos que a sequéncia 3x; — X2,3X2 — X3, - ,3Xn — X7 majora a sequéncia
2x1,2x2,- -+ ,2xn em alguma ordem, o resultado segue pela desigualdade de Karamata.

Para isso, suponha que

3Xmy — Xmy41 2 3Xm, — Xmy+1 2> 00 2 3Xm,, — Xm,+1 €
XK, 2 2Xm, 2 2> 22X,

para certos mi, ki € {1,2,--- ,n}, em que X1 = Xq.

Agora veja 3xy, — Xk, +1 > 2Xk, € entdo temos

(3xm; —Xm 1)+ -+ BxXmy —Xmy+1) = 3%y — Xiey +1) + -+ (3Xiey — Xig4+1) > 2xx, + -+ 2k,

A primeira desigualdade vem do fato de no lado esquerdo estarmos pegando as s maiores expressoes da forma
3xt — Xt11- A igualdade para o caso s =n é evidente e o resultado segue. O

5 Truque da Reta Tangente

Uma definigdo equivalente de fungéo convexa é que
f(x) > f(a) + f'(a)(x — a),
ou seja, que o grafico de T esta acima de qualquer tangente ao grafico, ja que y = f'(a)(x — a) + f(a) ¢ a tangente

ao grafico no ponto (a,f(a)). No caso de a funcio ser concava, novamente os sinais se invertem.

Um exemplo simples mas interessante disso é a desigualdade a seguir:
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Teorema 5.1. Para todo x € R temos
e*>x+1.

Como f(x) = e* & convexa nos reais, vale o resultado acima para todo x, ja que y = x + 1 é a reta tangente ao
grafico no ponto (0, 1) (verifique!).

Nem sempre a fungao f que aparece na desigualdade é convexa ou concava em todo o intervalo estudado. Mas
pode ser que ainda assim consigamos mostrar que o grafico esta sempre acima de alguma reta tangente ao grafico.
Vejamos o exemplo a seguir

Exemplo 5.2. (Japao 1997) Sejam a, b, ¢ reais positivos. Prove que

(b+c—a)? (c+a—Db)? (a+b—c)?
a?+(b+c)? b2+ (c+a)? 2+ (a+b)?

3
> =,
-5

Solucao: Note que a desigualdade é homogénea e podemos supor sem perda de generalidade que a +b + ¢ = 3.
Entao, o problema equivale a
(3—2a)? N (3 —2b)? N (3—2c)?
a2+ (3—a)? b2+(3-b)2 c2+(3—c)?

3
> —.
-5

2
Note que f(x) = % ndo vai ser nem concava e nem convexa em (0,3). A ideia é entdo procurar uma reta
tangente ao grafico tal que
f(x) > mx +n.

Note que, como estamos forgando que mx + n seja uma cota intermediaria, o caso de igualdade deve se manter.
Como um dos casos de igualdade é a =b = c = 1, é natural tentarmos forcar que y = mx +n seja a reta tangente
em (1,f(1)). Temos que f(1) = % e, portanto, a reta deve passar por (1, %), ou seja, m+n = % Além disso, ja

que ela é tangente, devemos ter m = /(1) = —% =>n= %

Portanto, basta verificarmos que para todo x € (0,3) temos

23 —18x
> =
fx) = =5

Note que esse polindémio apareceu quando igualamos a reta tangente a f, de modo que o ponto de tangéncia deve

& 36x> —54x% +18 > 0.

ser raiz dupla dele. Logo:
36x> —54x* +18 >0 & (x—1)*(2x +1) > 0,

que é verdade.

Finalmente, temos que

3, 23-18_3
357 7B 5

f(a) + f(b) + f(c) > —g(a+b+C)+3~

6 Maximos e Minimos

Definigao 6.1. Seja : I =]a, b[— R uma fungéo diferenciavel. Entdo, ¢ € I é um ponto critico de f se f'(c) = 0.

Definig¢ao 6.2. Dizemos que ¢ € I é um ponto de minimo local se existe um 6 > 0 tal que [c—x| < & = f(c) < f(x).
Dizemos que ¢ € I é um ponto de mdzimo local se existe um & > 0 tal que |[c — x| < & = f(x) > f(c).

Dois resultados importantes a respeito de pontos criticos sao os seguintes:




Semana Olimpica 2021 Técnicas em Desigualdades Rafael Filipe

Teorema 6.3. Seja f: I =]a,b[— R uma funcio diferenciavel. Se ¢ € I € um ponto de maximo ou minimo local,
entao f'(c) = 0, ou seja, entdo ¢ ¢ um ponto critico de f.

Teorema 6.4. Seja f : I =]a,b[— R uma funcio duas vezes diferenciavel. Se ¢ € I é um ponto critico, isto &,
f'(c) = 0. Se ’(c) < 0, entdo f tem um ponto de maximo local em c¢. Se f”’(c) > 0, entao f tem um ponto de

minimo local em c.

Note entretanto que podemos ter f/(c) = 0 e ¢ ainda ser um ponto de minimo ou méaximo local. Por exemplo,

4

em f(x) = x*, x = 0 ¢ um ponto de minimo local. J4 no exemplo f(x) = x3, temos que '(0) = f/(0) = 0 mas 0

nao é ponto de maximo e nem de minimo local.

Resumindo, quando "derivamos e igualamos a 0", nem sempre os valores de x encontrados sao todos de maximo
ou de minimo local. Um jeito pratico de descobrir se um ponto critico é um ponto de maximo ou de minimo é
fazendo um estudo de sinal em f’. Geralmente trabalharemos com fungoes polinomiais e isto nao serd um trabalho
complicado.

Definigao 6.5. Seja f : I — R duas vezes diferenciavel. Dizemos que ¢ € I é um ponto de inflexdo de f se a
segunda derivada de f muda de sinal em ¢. Em particular, devemos ter f”(c) = 0.

Retomando o exemplo f(x) = x*, note que x = 0 nao é ponto de inflexdo, pois f’(x) nunca muda de sinal. Ja no
exemplo de f(x) = x3, temos que 0 é ponto de inflexdo, pois f”/(x) =6x > 0se x >0 e f’(x) =6x < 0 se x < 0.

Exemplo 6.6. (n—1 EV) Seja f : R — R uma funcao duas vezes diferenciavel com exatamente um ponto de
inflexao. Sejam x1,X2,- - , Xy nlmeros reais tais que x; +x2 + -+ - +x, = S, para algum S fixado. Entao, se
f(x1) + f(x2) + - -+ f(xn)

atinge um ponto de maximo ou minimo, entdo o maximo ou minimo ocorre quando n — 1 dos x{s sdo iguais.

Demonstragao: Seja k o ponto de inflexdo, e suponha x1 >x2 > -+ > X > K> Xmy1 = 00 > Xn.

Suponha que f é convexa para (k,00) e concava para (—oo, k) (o outro caso é andlogo). Por Karamata temos que
f(x1) +f(x2) + -+ f(xm) < (Mm—1)f(k) +f(x1 +x2+ - +xm — (Mm—T1)k).

Por outro lado, novamente por Karamata, temos que

(m— (k) 4+ f(xma1) 4+ -+ f(xn) < (n1)f<(m1)k+:lci+]1 +...+Xn>.

Somando as duas, ficamos com

(Mm—Dk+Xmt1+- - +Xn
n—1

flx1) +flx2) + -+ f(xn) < (n—1)f< )+f(x1 +x2 4+ +xm — (Mm—1)k).

Portanto, o méaximo ocorre de fato quando n — 1 das variaveis sao iguais. Se todos os x{s estdo do mesmo lado
de k, podemos aplicar Karamata diretamente e prosseguir como nos casos acima. O

Usaremos agora o exemplo acima para fazer uma outra solugao para o problema 2 da IMO 2001.

Exemplo 6.7. (IMO 2001) Sejam a, b, ¢ reais positivos. Prove que

a n b n c >
vVaz+8bc  Vb2+8ca VcZ2+8ab
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S : bec _ ,x ca _ ab _ ,z : Y _ _ 1
Solugio: Sejam 25 = e*, t7 = eY e 37 = e*. Ficamos entdo com x +y +z = 0 e, sendo f(x) = JiTse dueremos

mostrar que
f(x)+f(y) +f(z) > 1.

Temos que f’(x) = %. Portanto, vemos que ”/(x) > 0 se x > —1In(4) e "/ (x) < 0 se x < —1In(4), de modo
que x = —In(4) é o Gnico ponto de inflexao.

Dessa forma, pelo Exemplo 6.6, basta analisarmos o caso em que duas das varidveis sao iguais. Suponha, sem
perda de generalidade, que x =y = z = —x —y. Entao, sendo t = e* queremos provar que
2 1
+ >1
VI+8t L\ /1+8/12

A desigualdade equivale a

2 _ 2 _1)2 3 g2
148/t 1S 2 — (v/1+8/t - 1) < 4 — 8t +232t t 12S 1+§2
\/1+8/t2 V148t 1+8/t 1+ 8t t2(1 + 8t) t

Vejamos quando 8t3 —t? 4+ 32t — 12 < 0. Seja h(t) = 8t3 — t> + 32t — 12. Temos h/(t) = 24t? 432 — 2t > 0 para
todo t, ja que A < 0. Logo, h(t) é crescente. Seja r a tnica raiz real de h(t). E facil ver que r > 0, pois todas as
parcelas de h(r) sdo negativas se r < 0 e claramente T # 0. Portanto, para t < r temos h(t) < 0 e a desigualdade
é sempre verdade. Para t > r > 0, devemos ter

8t3 +32t—t2—12

< 1 2 3 2_2_122< 21 2042
T <\ /1+8/12 &= (8t +32t—t )2 <21+ 8t)2(t2 + 8)

e 22+ 2483 — 652 + 48t —9 > 0
= (t—1)228 +42 +30t—-9) >0
= 283 +42 +30t—9 > 0.

Sendo g(t) = 2t3 + 4t% + 30t — 9, temos que ¢'(t) = 6t> + 8t + 30 > 0, ja que A < 0. Logo, g(t) também é
crescente. Dessa forma, basta verificar que g(r) > 0.

Temos que h(r) =0 = 83 =12 — 32r + 12. Entdo, temos que

—44 4 21/586

gr) >0 &= 213442 +30r—9>0 < 172 +88r—-24>0 & r> =

—44+2V586 _ 5044 _
17 7

6 6\° 6\* 6 6

pois h é crescente, e concluimos o desejado. O

6 .
15- Finalmente, temos que

Pegamos a raiz positiva pois 1 > 0. Veja que

Terminamos esta se¢ao com um tultimo resultado importante envolvendo derivadas:

Teorema 6.8. (Rolle) Seja f: [a,b] — R uma fungao diferenciavel com f(a) = f(b). Entao existe ¢ € (a,b) tal
que f'(c) = 0.

O teorema de Rolle pode ser bastante ttil, principalmente no contexto de polinémios. De fato, se P(x) tem n
rafzes reais, por Rolle, P’ tem n — 1 raizes reais e assim por diante. Em particular, a derivada de ordem n — 2
é um polinémio de grau 2 com duas raizes reais. Entao podemos dizer que A > 0. Isso pode parecer feio, mas
muitas vezes fornece desigualdades interessantes entre os coeficientes de P. Lembrar dos polinémios simétricos
pode ajudar nessas situacoes.
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7 Multiplicadores de Lagrange

Teorema 7.1. Seja f(x1,Xx2,- -+ ,Xn) uma fungdo continua e diferencidvel em K C R™ e sejam gi(x1,X2,-+* yXn) =
0,1=0,1,---,k (k < m) condigbes que devem ser satisfeitas. Entao se f atinge um extremo local em K sobre as
condigoes gi(x1,%X2,+ yxn) =0,1=0,1,--- , k num ponto p, entdo p pertence ao bordo de K ou p anula todas as

derivadas parciais de

k
I—(XI)XZ)"’ )Xn) :f(XhXZ)"' axn) _Z)\igi(xl)xb"’ )Xn)'
i=1

Note que para utilizar o resultado é necessario saber que f possui algum extremo local em K. Nem sempre
conseguimos garantir isso, mas um caso interessante é quando K é um conjunto compacto! Pode-se provar que
toda fungao continua definida num compacto assume um méaximo e um minimo global. Além disso, todo extremo
global é certamente um extremo local e entdo estamos nas condi¢oes do teorema. Veja [8] para mais detalhes.

Exemplo 7.2. (Canada 1999) Sejam x,y,z > O tais que x +y + z = 1. Determine o maior valor possivel da
expressao xy? +yz? + zx?%.
Solugdo: Sejam f(x,y,z) = xy? +yz? +2x? e g(x,y,z) =x +y +z— 1. Defina
L(x,y,2) = xy* +yz? +2x* —A(x +y +z—1).
Pode-se verificar K = {(x,y,z) | x+y+2z =1, x,y,z € [0,1]} é compacto. Logo, f definida sobre K atinge um

maximo e um minimo. Portanto, pelo teorema 7.1, os pontos de maximo ou minimo de f estdo na borda (uma
das coordenadas igual a 0) ou sao solugoes do sistema abaixo:

%2924—2%—7\:0
=2y —A=0
%:x2+2yz—?\20
x+y+z=1

Logo, y? + 2zx = z% + 2xy = x? + 2yz e entdo
x* +2yz =y +2zx &= (x—y)(x +y—2z) =0.

Analogamente, temos (z —x)(z + x — 2y) = 0. Logo, temos 4 casos:

e X =Yy =2z comoXx+Yy +z:1,temosx:y:z:%eobtemos f(%,%,%) :%;

e x=yez+x—2y=0: comoz+x=1—y, temos y = % e entdo x =y :z:%eobtemos f(%,%,%) = %;
e z=xez+x—2y =0: andlogo ao anterior;
o x+y—2z=0ez+x—2y=0: comox+y=1—-zez+x=1—y,obtemosx =y =z = % éf(%,%,%) :%.

Se uma das coordenadas é 0, sem perda de generalidade z = 0, temos que x +y = 1 e queremos o méximo de
xy2. Por MA — MG, temos que

X+E+E P% 2 4
2 T2 3/ XY 2
> =Xy~ < o0,
3 4 27
: _ 1 _2 4 1 o .4 - .
com igualdade se, e somente se, x = 3 ey = 5. Como 55 > 5, segue que o valor méximo é 5 (e o minimo ¢ ).

10
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8 Problemas
1. (APMOC 2014) Sejam a, b, ¢ reais positivos. Prove que 10. (IMO 1999) Seja n > 2 um inteiro fixado. Determine a
a b c menor constante C tal que a desigualdade
+ + < 2.
VaZz+8bc vb2+8ca 2+ 8ab N 4
Z XiX; (xf +xiz) <C in
1<i<j<n i=1
2. (IMO SL 2009) Sejam a, b, c reais positivos tais que
a+b+c= ]E + % + % Prove que é verdadeira para quaisquer Xi,X2, - ,Xn > 0. Para este C,
1 1 1 3 caracterize os casos de igualdade.
< 2
(2a+b+c¢)? + (a+2b+c¢)? + (a+b+2c)2 ~— 16
11. (USAMO 2017) Determine o menor valor possivel de
a " b n c + d
b3+4 c+4 dB+4 dd+4

3. (OBMU 2018) Dado n um inteiro positivo, determine o
dado que a,b,c,d sao reais nao negativos tais que a + b +

valor maximo de
3 3 3
X7 +x3 4+ +x
T " c+d=4
n, nameros reais satisfazendo
12. (SL IMO 2004) Sejam a, b, c¢ reais positivos tais que

ab +bc+ ca = 1. Prove que
1

<j <

3/1 3/1 3/1
—+6b+ {/-+6c+ i/~ +6a< —.
a b c abc

para X;j, com |1
Oexf+x3+---+x2=1.

X1 +X2 4

4. (APMO 1996) Se a, b, ¢ sdo os lados de um triangulo,

mostre que
Vatb—c+vbt+c—a++vVe+ra—b<Va+ Vbt
13. (USAMO 1978) Sejam a, b, c, d, e ntumeros reais tais
que a+b+c+d+e=8ca’?+b2+c?+d?>+e? =16. Qual

5. (Vietnam 1998) Sejam Xx1,X2,- - ,Xn reais positivos tais

que Y, ]99;“' — 19198. Prove que é o maior valor possivel de e?
n/X]XZ s X
nf]n > 1998. 14. (USAMO 1998) Sejam ag, ai,--- , an nlimeros no inter-

valo (0,7t/2) tais que
s U i
6. (MOP 2012) Se a+b +c+d =4, mostre que tan(ao — 7] +tan(ar — 7) + - +tan(an — ) 2n—1.
Prove que

tanagtanaj ---tanan > n"™'.

1 1 1 1 2 2 2 2
15. (Roménia 1999) Mostre que para quaisquer reais posi-
,Xn COM X1X2 - $Xn = 1 temos
1 1
n—1+xn

7. (IMO 2020) Sejam a,b,c,d reais tais que a > b > ¢ >
tivos x1,%2, - -

+
n—14+x2

1
n—14+x;

d>0ea+b+c+d=1. Prove que
(a+2b+3c+4d)ab°cd? < 1.

16. (USAMO 2001) Sejam a, b, c reais ndo negativos tais

8. (IMO 2021) Mostre que a desigualdade
2 2. 2 _
que a“ + b 4 c” 4+ abc = 4. Prove que

\/|X1*Xj|§Z Vv Ixi 4+ %5l
i=1 j=1
0<ab+bc+ca—abc <2,

i=1 j=1

i=

é verdadeira para todos os reais X1,X2, -+ ,Xn

17. (USAMO 2003) Sejam a, b, ¢ reais positivos. Prove que
(2a+b +¢)? n (2b+ ¢ + a)? n (2c 4+ a + b)? <3
202+ (b+¢)2  2b24+(c+a)?  2c2+(a+b)2 =

,Tn reais maiores que 1.

9. (IMO SL 1998) Sejam 11,12,

Prove que
1

] LR > n .
Tt 1= T Tt ]

T1+1+r2+1 '

11
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18. (Coréia 1998) Sejam a, b, c reais positivos tais que
a+ b+ c=abc. Prove que
1 1 N 1
VaZ+1 VB2 +1 V2 +1

e determine quando a igualdade ocorre.

<3
-2

19. (IMO SL 2007) Sejam ai, az,. .., ajoo reais nao negativos
tais que aZ + a3 + ...+ ajyo = 1. Prove que

12
a%~az+a§~a3+...+a%00~a1 < 35"
20. (ELMO 2013) Sejam a,b,c reais positivos satisfazendo
a+b+c= {/a+ o+ {/c. Prove que a®b®c® > 1.

21. (Ira TST 2009) Sejam a, b, c reais positivos tais que
a+ b+ c = 3. Prove que:
1 1 1
2+a2+1b? + 24+b%+c? + 2+c?+a?

<3
— 4
22. (Ird 2015) x,y,z Sejam x,y,z reais ndo nulos tais que
X +Y + z = xyz. Prove que
2 2 2
2 2 2
X y z

23. (OBM 2011) Sejam x1,X2,X3, - - - X2011 reais ndo negativos
2011
>

cuja soma € Prove que:

3V3

H(Xi_xi+1) =1(x1 —x2)(x2 —x3) - - - (x2011 —x1)| < T

cic

24. Sejam a, b, ¢, d reais nao negativos tais que a+b+c+d =
4. Prove que

3(a® + b% +¢* + d%) + 4abed > 16.

9 Referéncias

25. (IMO LL 1977) Se 0 < a < b < ¢ < d, prove que

a®bc?d® > b%"d°ad.

26. (Ira 2021) Sejam a,b,c e d reais positivos tais que
a+b+c+d=4. Prove que

ab bc

J’_
2 4 4 2 4 4
at—3a+3 b2—3b+3

cd da

+ +
2 4 4 2 4 4
ct—3c+3 d*—3d+3

< 4.

27. (Coréia 2014) Sejam x,y,z € R tais que (x —y)? + (y —
22+ (z—x)? =8ex*+ y3 + 2> = 1. Determine o valor
minimo de x* +y* +z*.

28. (IMC 2014) Sejam n > 3 e X1,X2,...,Xn reais nao neg-
n n n

ativos. Defina A = 3 xi, B = Y x{, C = Y x{. Prove
i = i=

= i=1
que

m+1A’B+(n—2)B*> A"+ (2n—-2)AC.

29. (Putnam 2018) Determine o maior valor possivel de

10
Z cos(3xi)
i=1

. 10
para Xi,X2,...,X1o satisfazendo ) ;”; cos(xi) = 0.

30. (China Girls 2011) Os reais positivos a, b, ¢, d satisfazem
abcd = 1. Prove que

LI R I B A
a c d a+b+c+d ™ 4°

b

[1] CVETKOVSKI, Zdravko. Inequalities: Theorem, Techniques and Selected Problems. Springer (2012).

[2] LIMA, Elon Lages. "Analise real vol. 1: Fungdes de uma Variavel." Rio de Janeiro: IMPA (2010).

3] A Brief Introduction to Olympiad Inequalities, Evan Chen, 2014.
[4] Olympiad Inequalities, Thomas J. Mildorf, 2005.

[5] Desigualdades, Carlos Shine, 2011.

6] Notes for MOP, Kiran Kedlaya, 1999.

[7] Inequalities, Yufei Zhao, 2008.

[8] Lagrange Murderpliers Done Correctly, Evan Chen, 2014.

12


https://web.evanchen.cc/handouts/Ineq/en.pdf
https://artofproblemsolving.com/articles/files/MildorfInequalities.pdf
https://cyshine.webs.com/desigualdades2011.pdf
https://artofproblemsolving.com/articles/files/KedlayaInequalities.pdf
https://yufeizhao.com/olympiad/wc08/ineq.pdf
https://web.evanchen.cc/handouts/LM/LM.pdf

	Definições e Ideias Iniciais
	Relembrando Algumas Substituições

	Homogeneização
	Mixing Variables
	Monotonicidade
	Convexidade
	Jensen e Karamata
	Truque da Reta Tangente
	Máximos e Mínimos
	Multiplicadores de Lagrange
	Problemas
	Referências

