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Funcgées geradoras, fungoes que contam! - Nivel 3.

1 Introducao

Em algumas areas da Matematica, como por exemplo em
Combinatéria e Teoria dos Numeros é muito facil de encon-
trarmos questoes faceis de enunciar, mas que sao dificeis de
responder. Neste pequeno texto apresentaremos uma impor-
tante ferramenta para atacar problemas de contagem: as fungoes
geradoras.

Por exemplo, imagine que vocé ird produzir uma salada
com exatamente 20 frutas contendo, necesssariamente, magas,
bananas, laranjas e péras supondo que:

e O ntmero de macas deve ser par;
e O nimero de bananas deve ser um multiplo de 5;
¢ Deve conter no maximo quatro laranjas;

e Deve contar no méximo trés péras.

Quantas saladas distintas vocé pode formar? Ou ainda, se
5 dados comuns e honestos sdao lancados simultaneamente, de
quantas formas distintas a soma dos resultados obtidos pode ser
igual a 187

Apesar da clareza e da simplicidade dos enunciados das ques-
toes acima, as técnicas tradicionais de contagem nao se mostram
muito eficientes para responder tais questoes. Ao longo deste
capitulo vamos mostrar como as chamadas fungées geradoras
podem nos auxiliar a responder essas e muitas outras questoes
de contagem.

As chamadas fungées geradoras, grosso modo, sdo objetos
que transformam problemas de sequéncias em problemas de
funcdes. Qual a vantagem disso? A vantagem estd no fato
de que podemos usar toda a algebra disponivel no &mbito das
funcbes para manipular "as contas" e depois regressar ao pro-
blema original de uma maneira surpreendentemente eficiente.
Além dos problemas de contagem, também podemos utilizar as
fungoes geradoras para atacar problemas de obter certas somas,
assim como problemas que utilizam recorréncias.

2 Funcgoes geradoras

Originalmente, as fungoes geradoras foram introduzidas nos
trabalhos de Abrahan De Moivre (1718). As fungoes geradoras
também foram utilizadas por Leonard Euler (1746) no estudo
da particado de niimeros inteiros positivos como soma de outros
inteiros positivos. Nicolau Bernoulli (1730) utilizou este mé-
todo no estudo das permutagoes cadticas. O desenvolvimento
dessa teoria deve-se principalmente aos trabalhos do matema-
tico francés Pierre Simon de Laplace (1812) sobre o céalculo
das probabilidades, num livro onde ele desenvolveu o estudo
das fungoes geradoras, especialmente as funcgoes geradoras de
momento. Em virtude desse trabalho Laplace é considerado
o pai da teoria das fungoes geradoras. Por volta de 1915, P.
MacMahon usou extensivamente as func¢odes geradoras no seu
tratado sobre Anélise Combinatéria. Os fundamentos do cha-
mado "Célculo Simbélico" foram estabelecidos nos trabalhos
de E. B. Bell (1940) e num famoso livro de J. Riordan (1958).
Mais recentemente (1978), R. P. Stanley, publicou um artigo
dando um excelente panorama do desenvolvimento das fungoes
geradoras. A seguir vamos estudar as ideias béasicas dessa bela
e potente teoria.

Definicdo. 2.1 (Funcao geradora). Dada uma sequéncia nu-
mérica (an)n>0, definimos a fungdo geradora (ordindria) dessa
sequéncia como sendo a série de poténcias formal

oo
flx) = Zanx" = ag+ a1z + asx® + asz® + . ..
n=0

Paramos aqui para falar um pouco sobre a palavra "for-
mal" que apareceu na definicdo acima. Essa palavra significa
que nao estamos interessados em questoes de convergéncia da
série de poténci ot " isto é, ndo estamos interessados
série de poténcias )" anz", isto é, ndo estamos interessados
nos valores de x para os quais essa série torna-se convergente.
Ao contrario disso, estamos interessados apenas nessa série como
um objeto algébrico.

Exemplo. 2.1. A seguir mostramos algumas sequéncias numé-
ricas e suas respectivas funcoes geradoras:



(0,0,0,0,...)  f(x) =0+ 0z + 02? + 023 + ... = 0.
(1,1,1,1,..) = f(x)=1+az+2?+23+...
(1,1,%,%,...)!—)}"@):1+x—|—%x2—|—$x3—|—...
(1,1,2,3,...) = f(z) =1+ 1o + 222 + 323 + . ..

note que se indexarmos a sequéncia a partir do 0 o coeficiente
de z* na funcio geradora da sequéncia (an)n>0 € exatamente
igual a ag.

Quando |z| < 1, sabemos que

1

l+z+22+23+... =
1—=z

Apesar dessa igualdade ndo ser verdadeira quando |z| > 1, como
estamos trabalhando com as séries de poténcias formais, isto é,
nao estamos levando em consideracao os intervalos de convergén-
cia das séries de poténcias em questao, vamos "fechar os olhos" e
considerar que a funcao garadora da sequéncia (1,1,1,1,...)
seja

f@)=1+z+2>+2°+...= 11 .
-z

De modo completamente andlogo vamos considerar que:

— _ 1
(1’_1717_13)Hf(z)—l—l’—Fl.TQ—OZL’B—'——m
(1,a,a%,a%...) = f(z) =1 +az+a®2® + aPa® + ... = 2
(1a0517071)'_>f(x):1+m2+134: 1—1332

Exemplo. 2.2. Encontre a a funcdo geradora ordindria para a

sequéncia
27L
(an)nzo = (n,>
Solugao. Como
vy z? s "

Trocando-se x por 2z segue-se que:
2 3 4 n
e = 1+2¢c+ 880 20 G0, GO,

1 2 3 n
= 1+(%)1’+(%)I2+(%)I3+...+(%)l’n+"'

2z

O que nos mostra que f(z) = e** é a fungdo geradora da referida

sequéncia.

Exemplo. 2.3. Dé exemplo de uma sequéncia (ay),~, cujo

1
1—x2°

fungdo geradora seja dada por f(z) =

Solugdo. Sabemos que:

1

=l4+az+a?+23 42" +---
11—z

Na igualdade acima substituindo = por 22, obtemos:

1
flz) = 2:1+x2+z4+z6+x8+~~

1—=x

Portanto f(z) é a funcdo geradora da sequéncia

(an)p>o = (1,0,1,0...)

2.1 Operagoes com fungoes geradoras

As funcoes geradoras podem ser multiplicadas por constan-
tes, adcionadas, subtraidas e multiplicadas como mostraremos
logo a seguir. Consideremos as sequéncias numéricas (an)n>0 €
(bn)n>0 cujas funcoes geradoras sdo, respectivamente:

f(2) = ap + a17 + agz® + azx® + . ..

g(x) = by + arx + box?® + bya® 4 ...

e uma constante A € R. Nessas condigoes, definimos as sequintes
operagoes formais.

e Multiplicagao por escalar.

A-f(x)=X-ao+ \-arxt + X-agx? + X-azz® + ...

Em particular, se A = —1, temos que (—1) - f(z) = — f(x).
Assim,
—f(z) = —ap — a12' — agx® —azx® + ...
e Adigao.

f(@)+g(z) = (ao+bo)+(a1+b1)z+(az+b2)z*+(az+bs)z+. ..

e Subtracao.

f(x) —g(x) =f(z) + (—g(x))
=(ao + (=bo)) + (a1 + (=b1))z + ...
=(ag — bo) + (a1 — by)w + (az — bo)x® + ...

o Multiplicacao.

f@)-gx)=(ao+arz+...)(bo+ b1z +...)

2
=co+ 17 4 2?4+ ez + . ..

onde ¢, = Z aibn—; = agb,, + a1bp—1 + ... + anbo.
i=0

e Deslocamento para a direita.

Para motivar as ideias vamos determinar a funcao gera-
k termos

P e . .
dora da sequéncia (0,0,...,0,1,1,...) a partir da fung¢io
geradora da sequéncia (1,1,1,...,) que, como sabemos é

fl@) = 5.



Por  definigao, da

k termos

——
(0,0,...,0,1,1,..
g(x)zZaixi
i=0
=0+ 0z + 022+ ...+ 02"t + 12% + 125 4 .
:mk+xk+1+xk+2+...
=F(l+z+22+..)
1 xk

=X 17'%:

funcao

) é

geradora sequéncia

1—2a

De um modo mais geral, se f(z) é a fungdo geradora da
sequéncia
(ao, a1,02,...,0n,.. .),
k termos
~ ~ A . HA 7’
entdo a funcao geradora da sequéncia (0,0,...,0,aqg,...) é
dada por g(x) = z¥ f(x). De fato, por definicio, a funcio

k termos

. ﬂh 7
geradora da sequéncia (0,0,...,0,a0,a1,a2...) é

o0
g(z) = Z a;x"
i=0

=0+ 0z 4+ 0z + ...+ 02" 1 + apz® + . ..

:aoxk + alka k+2 + ...

+ a2x
=2*(ag + a1z + aga® + ...)

=z f(z).

Teorema. 1. Sendo f(x) e g(x), respectivamente, as fungoes
geradoras das sequéncias (an),~q € (bn),>o temos:

(1) af(zx) + Bglx) € a fungio geradora da sequéncia
(aay, + an)nzm com a, B €R;

(it) A fungdo geradora
¢ (l4+z+a2+..) f(z);

para  (ap+ai+...+an),>g

(i4i) A funcdo geradora para (nay),q € xf'(z);

w) A funcio gerdora da sequéncia | -2 é dada por
g >
n>0

ntl
/f(:c)dx

3 Funcoes geradoras; funcoes que con-
tam!

Nesta secao vamos mostrar como as fungoes geradoras podem
ser usadas para resolver problemas de contagem. Para moti-
var as primeiras ideias nessa dire¢ao, vamos discutir o seguinte
exemplo.

Exemplo. 3.1. Quantas solugoes inteiras e ndo negativas pos-
sui a equagdo x1 + T3+ x3 =9, onde xq € {2,3}, xo € {1,4} ¢
X3 € {3, 4, 5} ?

Solugdo. Definamos trés polindémios, um para cada variavel z;,
com 1 <14 < 3 da seguinte formas:

x1 €4{2,3} = p1(z) = % 4 23

zy € {1,4} = py(z) = = + 2*
r3 € {3,4,5} = p3(x) = 2 + 2t + 2P
Agora defina o polindémio p(x) = p1(x)p2(x)ps(z) que é:

p(z) = p1(@)p2(z)ps(z)
= (:c2 + x?’) (z + 9:4) (x?’ + 1:4 + 51:5)
=2'2 4+ 221 4+ 2210 4+ 22° 4+ 228 + 227 + 5.

Para obtermos o niimero solugbes inteiras e ndo negativas
que possui a equagdo x1 + x2 + a3 = 9, onde 1 € {2,3},
xo € {1,4} e x5 € {3,4,5}, basta observarmos o coeficiente de
22 no polindmio p, ou seja 2. Mas por que isso funciona? Note
que:

20 = 2xta® e 2 = a3atad;
além disso, os ternos (2,4,3) e (3,1,5) sdo solucoes inteiras e
nao negativas da equagao x1 + o + x5 = 9, onde z; € {2, 3},
xo € {1,4} e x5 € {3,4,5}.

Assim, o nimero de solugoes inteiras e ndo negativas da
equagdo 1 + z2 + 3 = 9, onde 1 € {2,3}, zo € {1,4} ¢
x3 € {3,4,5} corresponde ao nimero de maneiras de obtermos
22 quando multiplicamos trés fatores, a saber:

e um do polinémio p; (z) = 22 + x3;

e outro do polindmio po(z) = = + x%;

e e outro do polindomio p3(z) = 23 + * + 5.

9

Portanto o ntimero de maneiras distintas de obter z
efetuando-se o produto

p(x) =p1(z)p2(z)ps(z)
= (x2 + ;U3) (:E + x4) (x?’ + z? + m5)

corresponde a quantidade de solugoes inteiras e nao negativas
da equagdo z1 + x2 +x3 = 9, onde 1 € {2,3}, xo € {1,4} e
T3 € {3, 4, 5}

No exemplo anterior, dizemos que o polinémio

p(x) = pr(x)pa(z)ps(z)

é a funcdo geradora associada ao problema, visto que gera
as respostas para o seguinte problema combinatoério: Quan-
tas solugbes inteiras e nao negativas possui a equacao =i +
T2 + 23 = m, onde z1 € {2,3}, x2 € {1,4} e 23 € {3,4,5} e
m € {6,7,8,9,10,11,12}7



Como

p(z) =p1(2)p2(z)ps(z)
= (a:2 + x3) (x + J:4) (a:g + zt + x5)
=212 4+ 221 4 2219 4+ 9229 4 228 + 227 + 2

a resposta serd o coeficiente de p no termo ™.

Exemplo. 3.2. Uma moeda é arremessada 20 vezes, apare-
cendo cara em 13 wezes e coroa nas outras 7 vezes. Qual a
probabilidade de que nao tenham ocorrido 5 caras consecutivas?
Solucdo. Existem (270) = 77.520 modos distintos de terem ocor-
rido 7 coroas nos 20 lancamentos. Agora vamos determinar em
quantas dessas configuragdes ndo existem 5 caras consecutivas.
Para isso, seja 1 o nimero de caras antes da primeira coroa,
z9 o0 numero de caras depois da primeira e antes da segunda
coroa,..., £7 0 numero de caras depois da sexta e antes da sétima
coroa e xg 0 numero de caras apds a sétima coroa. Ora, como o
numero total de caras é 13, segue que

1 +a0+...+25=13, 0<z; <4

Para determinarmos o nimero de solugoes inteiras da equa-
¢ao acima, com as restri¢coes impostas, consideremos a func¢ao
geradora

fx) =1+ + 2% 4+ 2% + 248
8
= (1 —:135) =(1-2°)81—2)8

1—=z

(1) Qe ) E ()
_ (1 - ®z+ (§>x+) .

S (YT e

k=0

(-0 (B

O ntimero procurado corresponde ao coeficiente de z'® na
expansao de f(z), que é igual a

()00 0T -

Diante do exposto a probabilidade de que nao tenham ocor-

rido 5 caras consecutivas é P = 3?:‘5188 =0, 38.

Exemplo. 3.3 (OBM). Quantas solugdes inteiras e nao nega-
tivas possui a equagdo 25x + 10y + 5z +w = 377

Solugdo. Inicialmente fagamos as seguintes mudangas de varia-

veis:

Ty =25z, y1 =10y , z1 = 5z

Como z,y,2 € Zy e 0 < z < 37, 0 <y < 37 e
0 < z < 37, segue-se que: x1 € {0,25},4; € {0,10,20,30},2; €
{0,5,10,15,20,25,30,35} ew €{0,1,2,3,---,37}.

Construindo um polinémio para cada uma das quatro varia-
veis, tem-se:

x> pr(z) =14 2%

Y1+ pa(w) = 1+ 20 + 220 4 2%

2 pa() = 14 2% + 210 4 215 4 20 4 925 4 30 4 43
we py(x) =1+z+a? +23 .. + 237,

A funcao geradora para esse problema combinatério é o
polinémio

p(z) = pi(2) p2(2) - p3(z) - pa(z)
= (14+2®)1+--+2%) - (I+z+-- +2%)

Expandindo p(z), obtemos:

p(z) = 127 4 2126 4 2125 4 124 4 2123 | 9122 | 94121 4 92120 4
9x119 4 92118 4 4117 L o116 4 g 115 | 4114 | 4113 | o112 |
62111 4 62110 4 62109 4 6108 4 04107 4 9106 4 105 4 104 4
92193 4132102 + 132101 + 132190 + 13299 + 13298 4+ 18297+ 1829° +
1829 + 18294 + 18293 4 24492 4 242°1 + 24299 + 23289 423288 4
28287 + 28286 4 28285 4- 2784 + 27283 + 33282 + 33281 4- 33280 4
3127 + 31278 + 36277 + 36270 + 36275 4 3427 + 34273 + 4027 +
4027 4 40270 4 37259 4 37268 4 42257 4- 42266 4 42265 4 38264 +-
38253 4 42252 4 42261 + 42260 + 37259 + 37258 4 40257 4 40256 +
4025 + 34254 4 34253 + 36252 4 36251 + 362°0 4+ 3124 + 31248 +
33247 + 33246 4 33245 + 2724 + 27213 4 28242 + 28241 428240 +
23239 + 23238 4 24x37 + 24256 4 2423% + 18234 + 18233 + 18232 +
18231 +18230 +1322° 413228413227+ 13226 +1322° 4+ 9224+ 9223 +
9.’E22 +9.’L’21 +9$20+6.’II19 +6I18 +6.’E17+6.'L'16 +6$15 _}_41.14 +4$13+
412 4+ 42 442104209 42284207 + 2254 200+t + a3 2242+ 1

O coeficitente de 237 é 24, o que revela que a equacio
2bx + 10y + bz + w = 37 possui 24 solugodes inteiras e nao
negativas.

Agora responderemos uma das questoes que propusemos no
inicio deste capitulo.

Exemplo. 3.4. Quantas saladas distintas podem ser formadas
com exatamente 20 frutas contendo, necesssariamente, macas,
bananas, laranjas e péras com as sequintes restrigoes:

e O namero de magas deve ser par;
e O namero de bananas deve ser um miiltiplo de 5;
e Deve conter no maximo quatro laranjas;
e Deve contar no maximo trés péras.
Solugdgo.  Sejam m,b,l e p os numeros de macas, bananas,

laranjas e peras, respectivamente. Ora, como as saladas que
queremos formar deve ter obrigatoriamente 20 frutas, segue que

m+b+ 1+ p =20,



onde m é par, b é multiplo de 5, [ € {1,2,3,4} e p € {1,2,3}.
Para cada uma das varidveis podemos associar uma expressao
algébrica, a saber:

mw pi(z) =22 +2* +... + 220
b pa(x) = 2° + 210 + 215 + 220
I p3(x)=a+2%+23+ 24
prpa(z) =2+ 22+ 23

Nesse caso, a fungao geradora associada as condigdes impos-
tas pelo enunciado é dada por

f(@) =p1(x) - p2(x) - p3(x) - pa()
=(@?+2* + ...+ 2% (2° + 210+ 2P 4 220).
(2?42t (242 + %)

Expandindo a expressdo acima com o software Maxima,
segue que

f(z) = 247 42246 44215 1 524 + 6243 + 7242 + 824 + 10240 +
11239 4+ 12238 4+ 13237 + 1423 + 1623° + 17234 + 18233 + 19232 +
2023! + 22230 + 2322 4 24228 + 23227 + 22276 4 2022° + 19224 +
18273 4+ 1722% + 162" + 14270 4 13219 + 12218 + 11217 4 1021 +
815 4+ 7x14 + 6213 + 5212 + 42t + 2210 4 2

em que identificamos o coeficiente de 2?° como sendo 14,
o que revela que existem 14 saladas de frutas cumprindo as
condigoes impostas pelo enunciado.

Exemplo. 3.5. Se 5 dados comuns e honestos sao langados
simultaneamente, de quantas formas distintas a soma dos resul-
tados obtidos pode ser igual a 18 %

Solugdo. Sejam x1,xs,T3,T4 € x5 0s resultados obtidos em
cada um dos 5 dados. Como queremos que a soma dos cinco
resultados obtidos seja 18, devemos ter:

I1+I2+I3+I4+I5:18.

Lembrando que num dado comum os resultados possiveis sdo
1,2,3,4,50u6, segue que 1 < x; <6 parai=1,2,3,4,5. Assim,
usando o método das fungoes geradoras segue que

f(z) = (x—|—x2+x3+x4+x5+x6)5.

Ou seja, f(x) = 23045229 + 15228 + 35227 + 70226 + 126225 +
205224 4+ 305222 + 420222 4 540221 + 651220 + 735219 4+ 780x18 +
78027 + 735210 + 651215 4 54021 + 420213 + 305212 4 20521 +
126210 + 702° + 352° + 1527 + 52 + 2°.

Como o coeficiente de z'® é 780, segue que existem 780 ma-
neiras distintas para que a soma dos resultados obtidos nos 5
dados seja igual a 18.

Exemplo. 3.6. Suponha que 20 balas iguais irao ser distribui-
das para duas criangas, Anténio e Beatriz. Supondo que Antdnio
quer receber uma quantidade de balas que é um maltiplo de 3

e que a quantidade de balas que Beatriz quer receber seja um
numero primo, de quantas formas distintas podemos fazer essa
distrubuicdo de modo que pelo menos uma dessas retrigoes seja
satisfeita?

Solugdo. Sejam A e B os conjuntos de todas as meneiras de
fazer a distribui¢do das 20 balas de modo que o desejo de Anto-
nio e Beatriz sejam atendidos, respectivamente. Nesse contexto
o que queremos determinar é |A U B|. Ora, como

|AUB| = |A|+ |B| — |AN B|

precisamos determinar os valores de |A|,|B| e |AN B|. Como o
numero de balas que Antoénio quer receber é um multiplo de 3,
a fungado geradora associada a essa distribuigao é

fal)=1+a23+2%4 .. + 28

Como queremos que pelo menos uma das condigoes seja sa-
tisfeita, no caso de Antoénio ser satisfeito, Beatriz podera receber
qualquer quantidade de balas, sem restricbes. Nesse caso, a
funcao geradora associada a Beatriz é

fe(x)=1+z+2%+... +2%,

o que faz com que a fungdo geradora para satisfazer Antonio

seja

flz

~

=fa(z) - fB(x)
=1+23+2%+ . 2B+ +2®+ .. +2%)
=l4az+...+72° +. .. + 2%

Como o coeficente de 220 em f(z) é 7, segue que existem
7 maneiras de distribuir as 20 balas, satisfazendo o desejo de
Anténio, ou seja |A] = T7.

De modo completamente andlogo, a funcao geradora associ-
ada a distribuicdo satisfendo as condicoes de Beatriz é

9(z) =fa(z)fB(z)
=1+z+z+... 22+ +2°. . + 21
=2+ .. 820 . 2%

Como o coeficente de 220 em g(x) é 8, segue que existem
8 maneiras de distribuir as 20 balas satisfazendo o desejo de
Beatriz, ou seja |B| = 8.

Por fim, para que as expectativas de Antonio e Beatriz sejam
atendidas basta considerarmos a fun¢do geradora

hz) =fa(z) - fp(x)
=142 +2%4+ ... 2®)@*+... + 219
=22 4420 4 28T
Como o coeficente de 220 em h(x) é 4, seque que existem

4 maneiras de distribuir as 20 balas, satisfazendo o desejo de
Anténio e Beatriz, ou seja |[AN B| = 4.



Diante do exposto,

|[AUB|=|A|+|B|—-|ANB|=7+8—-4=11

Exemplo. 3.7. Determine o niumero de solugoes inteiras e nao
negativas do sistema

1+ 29+ 23 +24 =10
T1 + 2x9 + 3x3 + 424 = 20

Solugdo. Nesse caso vamos usar uma funcao geradora com duas
varidveis z e y (uma para cada equagao do sistema). O expo-
ente da primeira varidvel x estara associado ao valor de cada
z; na primeira equagao do sistema, enquanto que o expoente
da variavel y estara associado ao valor de cada x; na segunda
equacao. De modo mais preciso, vamos associar a variavel x; a
fungao
filz,y) =1+xy+2%>+...,

visto que a variavel z1 apresenta o mesmo coeficiente 1 nas duas
equagoes. Ja a variavel zo tem coeficiente 1 na primeira equagdo
e coeficiente 2 na segunda equagédo, o que faz com que associemos
a ela a fungdo geradora fo(z,y) = 1+ 2y® + 2%y* +.... De
modo completamente andlogo associamos as variaveis x3 e x4
as seguinte fungoes geradoras:
3, .2,6 4,2 8
fa(z,y) = 1+ay +ay"+... e falz,y) = 1+ay +ay" +...,
respectivamente. Diante do exposto, a funcao geradora associ-

ada ao niimero de solugoes inteiras e nao negativas do sistema
acima é:

.f('ray) :fl(xay) ' fQ(‘ray) : f3(IL',y) : f4(x7y)
(I +ay+2%y* +...) - (1 +ay® + 2%y +...)-
(xS ) (Lot 2% )
1 1 1 1

:l—zy.1—173,/2.1—xy3.1—33y‘L
1

(1 -9 —2y?)(1 —2y3)(1 — zy?)

Usando um programa de manipulacao algébrica (Maxima),
podemos obeservar que o coeficiente de 2'%2° é 14, revelando
que o sistema em questao possui 14 solucdes inteiras e nao

negativas.

4 Funcao Geradora Exponencial

Nesta secdo estudaremos de modo mais preciso a chamada
fungao geradora exponencial. Antes de formalizar esse conceito,
iniciaremos com um exemplo concreto que nos ajudara a intro-
duzir algumas ideias.

Exemplo. 4.1. Dispondo de trés tipos diferentes de livros a,b
e ¢, de quantos modos distintos podemos retirar quatro livros,
colocando-os em ordem numa prateleira, sendo que o livro a
pode ser escolhido no mdximo uma vez, o livro b no mdximo
trés vezes e o ¢ no mdximo duas vezes?

Solugao.
polinémio

Vamos associar a retidada dos livros do tipo a ao

pi(z) =14 ax
a retirada do tipo b,
po(z) = 1+ bz + b2x? + b33
e a retirada dos livros do tipo ¢ ao polinémio
p3(z) =1+ cx + 2a?

Agora definamos o polinémio p(z) por:

p(z) == pi(x)p2(z)ps(x)

= (1+ax) (1+bx+b*?+b%23) (14 cx + 2a?)
14+ (a+b+c)x+ (b +ab+ be+ ac+ ¢?) 2?
(b3 + ab® + ac® + b*c + abe + bcz) 23
(ab3 + b3+ ab’c+ b3 + ach) xt
(ab3c + 632 + ab262) x® + ab3c?ab.

+ 4+

Observe que no polinémio p(z), o coeficiente de x é
(a+b+c¢)

corresponde a lista de todas as possiveis escolhas de um s6 livro.

Ja o coeficiente de 22, (b* + ab+ bc + ac + ¢?) corresponde
a lista de todas as possibilidades de escolher dois livros e assim
por diante. Assim, o coeficiente de 2%, ou seja,

(ab3 + b3+ ab?ec+ b2 + ach)

corresponde a lista de todas as 5 possibilidades de escolhermos
4 livros.

Mas queremos um pouco mais! Queremos ordenar os 4 li-
vros escolhidos numa prateleira. Assim, por exemplo, quando
retiramos ab?, isto é um livro do tipo a e trés livros do tipo b,
temos entao 1,—;), maneiras distintas de ordena-los numa prate-
leira. Diante do exposto as possibilidades de arrumar as outras
possiveis retiradas de 4 livros numa prateleira sao:

2 4
abe ? T
Portanto, o niimero de maneiras de escolher 4 livros e arruma-

los numa prateleira é:

4! 4! 4! 4! 4!
1130 1131 11211t - 2121 11112!
S = == S e~
ab3 b3c ab2c

b2c2 abc?

Mas como poderiamos obter uma fungao geradora cujo coe-
ficiente do z* fosse justamente esse?
Isso motiva a seguinte definicdo:



Definigdo. 4.1 (Funcao geradora exponencial). A série (for-
mal) de poténcias

x x? "
f(x)faoJrall +a22 +. .+anm+...

é a funcao geradora exponencial da sequéncia (an)n>0-

Esse nome "exponencial" vem do fato de que a funcao gera-
dora exponencial da sequéncia (1,1,1,...) é igual a f(z) = €%,
visto que nos cursos de célculo prova-se que

ix——1+x+—x SRR R U
= k! 2! 3! n! o
No caso da funcdo geradora (ordindria), sempre estaremos
trabalhando com a funcéo geradora da sequéncia (ay,),>o com
respeito & sequéncia 1,x, 22, ..., isto é,

f(z) = ap + a1 + agx® + azz® + . ..

Utilizamos a fungdo geradora exponencial quando a ordem
dos objetos retirados deve ser considerada. Quando a ordem
dos objetos ¢ irrelevante, utilizamos, como vimos nos varios
exemplos anteriores, a fungdo geradora ordindria.

Exemplo. 4.2. Encontre o nimero de n-uplas formadas apenas
pelos digitos 0,1,2 e 3 que contém um numero par de zeros.

Solugao. A fungdo geradora exponencial para o digito 0 é

1:2 1,4 I‘G 562“

Sl gt gttt

+

fo(z) T %(e +e 7).

Para cada um dos outros digitos 1,2 ou 3 a funcdo geradora

2 3 n

Ai@) = h@) = h@) =" =1+o+ T+ Tt ot

A funcio geradora exponencial para este problema é

f(@) =" fo(z)fi(z)f2(z)f3(2)
= Ll(e? 4™ ) 3w
_ %641,4*%62‘7:
= (42)" 1= (22)
- %7;) n! +§n:0 n!
= Z%(A,”Jrz")%
n=0

Portanto, o nimero de n-tuplas formadas apenas pelos digi-
tos 0,1,2 e 3 que contém um nimero par de zeros é igual ao
coeficiente de 2+ que vale

1
— (4" +2").
S +27)

Exemplo. 4.3. De quantas formas distintas podemos acomodar
9 pessoas em 4 quartos diferentes sem que nenhum quarto fique
vazio?

Solugdo. Como sdo 4 quartos e 9 pessoas, para que nenhum
quarto fique vazio nenhum quarto pode receber mais que 6
pessoas; de fato, se um quarto recebesse 7 pessoas, sobrariam
apenas 2 pessoas para serem colocadas em 3 quartos, ficando
dessa forma um quarto necessariamente vazio. Diante do ex-
posto, a funcdo geradora exponencial do problema é:

2 :176 LE2 :E6
1:2 :L‘6
Cﬂz :EG

.732 333 334 33‘5 33‘6 4
( ++3'++5'+6'> .

Assim, a resposta do nosso problema combinatério é o coefi-
. 9 ~ .
ciente de g; na funcio geradora acima. Como

)4 — (e 1)

£Z?2 £L’3 IG
R R THR AR

tem-se que:

T 463" 4662 — 4e” + 1

¢é a fungado geradora associado ao problema. Por fim, lembrando
k

o0
Z %7 Vz € R, segue que:
k=0

que vale a igualdade e” =

(22)°

..+6

> xk 9
—4e” = 74Zﬁ =—41—4x—. f4§

Portanto, o coeficiente de f)—? em f(z) é obtido combinando-

ﬁ

em cada uma das séries acima, ou seja,
—4.3% +6.2° — 4 = 186480.

se os coeficientes de

o coefciente de g em f( ) 649

5 Exercicios propostos

1. Considere uma faixa n x 3 constituida de quadrados unita-
rios. Seja a, o numero de maneiras distintas de cobrir essa
faixa com pegas de 1 x 1 e 3 x 3 formada por quadrados
unitarios. Determine explicitamente a funcao geradora

oo
x) = Z anx"”
n=0



. De quantas formas podemos selecionar 30 brinquedos a
partir de 10 tipos de brinquedos diferentes se:

(a) Pelo menos dois briquedos de cada tipo devem ser
selecionados.

(b) Pelo menos dois, mas nao mais que cinco briquedos
de cada tipo devem ser selecionados.

Exemplo. 5.1. Quantas sequéncias de 3 letras podemos
formar com as letras a,b e ¢, onde a letra a ocorre no
mdximo uma vez, a letra b no mdximo duas vezes e a letra
¢ no mdzximo trés vezes?

. Quantas n-iplas de 0’s e 1’s podem ser formadas usando-se
um numero par de 0’s e um ntmero par de 1’s?

. Suponha que 30 balas identicas serdo distribuidas entre
Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ernaldo. Sendo
que Arnaldo deverd receber no minimo 3 e no maximo 8
balas. Bernaldo, devera receber no minimo 5 e no maximo
10 balas. Cernaldo deverda receber no minimo 6 e no ma-
ximo 15 balas. Dernaldo devera receber um ntimero par
de balas e Ernaldo devera receber exatamente uma bala
a mais que Arnaldo. Determine o niimero de maneiras
distintas para realizarmos a distribuigdo solicitada.

oo
(a) Considere a funcao geradora f(x) = Zanﬂc”. Su-
n=0
pondo que uma férmula fechada para f seja

B 24+ 2x
T 1—22—22

f(z)

Determine uma férmula explicita para a,, com n > 0
(inteiro).

(b) A partir dessa funcdo geradora, encontre uma lei de
recorréncia para a, e condigoes iniciais para tal lei
de recorréncia.

. Se A(z) = ap + a1z + ax® + ... + apz™ + ..., é a fun-
gdo geradora da sequéncia (a,)nen, entdo mostre que

flx) = % ¢ a funcdo geradora da sequéncia (sy)n>0

n
dada por s,, = Z a;.
i=0

. Construa a funcdo geradora para a sequéncia (an)n>o0,
onde a,, é o niimero de maneiras distintas de selecionar n
objetos a apartir de:

(a) Quatro bolas brancas, seis amarelas e quatro bolas
vermelhas (distinguiveis apenas pela cor).

(b) Cinco bolas brancas, quatro bolas amarelas e dez
bolas verdes (distinguiveis apenas pela cor), consire-
rando que devemos escolher pelo menos uma de cada
cor.

(¢) Uma quantidade ilimitada de
0,01;0,05;0,10;0, 25;0, 50 e 1, 00.

moedas de

8.

10.

Determine a funcéo geradora para o nimero de manei-
ras distintas de obter n centavos a partir de moedas de
0,01;0,05 e de 0, 10.

Determine a fungéo geradora da sequéncia (a,)n>o onde
a, representa o numero de tridngulos distintos com peri-
metro igual ao inteiro n.

De quantas formas podemos selecionar 30 brinquedos a
partir de 10 tipos de brinquedos diferentes se:

(a) Pelo menos dois briquedos de cada tipo devem ser
selecionados.

(b) Pelo menos dois, mas nao mais que cinco briquedos
de cada tipo devem ser selecionados.

(c¢) Considere as solugdes inteiros da equagdo x1 + 2 +
...+ x19 = n. Determine a funcdo geradora para o
nimeros de solugoes inteiras consistindo de

i. Inteiros nao negativos.
ii. Inteiros positivos.
iii. Inteiros z;, onde 0 < z; < 1.

(d) Seja p(n, k), o nimero de parti¢des do inteiro positivo
n em exatamente k parcelas.

i. Mostre que p(n, k) corresponde ao nimero de

maneiras distintas de distribuirmos n objetos
idénticos em k caixas idénticas.

ii. Mostre que a funcdo geradora associada com
p(n, k) é dada por:

1 - 1
f(x,y) = (]_—QL'y)(l*ny)"' :H (11’12/)

i=1
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