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Calculo e Algebra Linear em problemas de olimpiadas

Carlos Shine

Calculo

provavelmente ja usa um pouco de Célculo em problemas de olimpiada. Vamos usar um pouco

Alguns fatos conhecidos

Concavidade, continuidade e limites

f é continua em a quando lim,_,, f(z) = f(a).

f é convexa em um intervalo [a,b] se o grafico de y = f(z) no intervalo [¢,d], a < ¢ < d < b, estd
abaixo do segmento que liga (¢, f(¢)) a (d, f(d)). f é concava se o grifico sempre estiver acima do
segmento.

Derivadas

f(@)=f(a)

Tr—a

o Lath—f@)

Defini¢ao: f'(a) = limg_q = limy,_,

f'(a) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de y = f(x) no ponto (a, f(a)).

/ 7 !’
Propriedades operacionais: (f £¢g) = f'£¢', (fg9) = f'g+ fq', (5) = fgg%fg, (fog)(x) =
f'lg(x))g' ().
Derivada implicita: podemos usar a regra da cadeia para achar a derivada % sem ter que isolar o
Y.

Regra da primeira derivada: se f/(z) > 0 no intervalo I, entdo f é crescente em I; se f'(z) < 0 no
intervalo I, entao f é decrescente em 1.

Integrais

Teorema fundamental do Célculo: se F'(z) = f(z) no intervalo (a,b) entéo f; f(z)dx = F(b) —
F(a).

Substituigbes em integrais: fazer u = g(z) pode simplificar integrais, ou seja, f; flg(x)g'(x) dx =
fgg((;)) f(uw)du. Em geral, calculamos %7 “passamos” dx para o outro lado (que é um abuso de
linguagem aceitével) e torcemos para z sumir e ficarmos s6 com wu.



e Estimativas: se f(z) < g(z) em (a,b) entao f; flx)dx < f;g(x) d.

e Integrais impréprias: se houver algum infinito envolvido, seja nos limites de integracao como nos
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valores da fungao, é necessério verificar se a integral converge ou nao. Por exemplo, fo % dx diverge
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mas | —= dx converge.

Alguns fatos nao tao conhecidos

Teorema do valor médio de Cauchy: sendo f, g derivaveis em (a,b), existe ¢ nesse intervalo tal que

embora seja necessario tomar cuidados com os denominadores.

Derivagao logaritmica: se houver muitas multiplicagoes entao tirar o logaritmo e usar o fato de que
(Inu)" = % pode ajudar a fazer contas.

Se P(z) = a(x —r1)™(x —ro)™ ... (x — rg)™* entdo

P'(z) my ma my

P(x) x—r1+:1777"2+ oy

Integragao por partes: [uv'dz = uv — [w'vdz (que é a regra do produto integrada).

Polinémio de Taylor:

f//(xo)

f(k)(xo)

()

f(@) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + (x — o) +-

na vizinhanca de zy. Uma versao mais precisa é o teorema de Taylor:

"(x (k=1) T
f ;0)(1__3:0)24_...—‘,—f(kg-)lo)(aj—xo)k—l‘f'

F®(e)
!

(x — xo)k

f(@) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) +
para algum c entre xg e x.

Algumas ideias classicas

Equacao de Cauchy: se f: R = Re f(z +y) = f(x) + f(y) para todos z,y reais entdo f(z) = ax
para x racional. Para generalizar para reais, precisamos de alguma desigualdade (f crescente ou
f continua).

Se « é irracional entdo a, = {na} é densa em (0, 1) (ou seja, para todo r € (0,1) existem infinitos
termos a,, arbitrariamente préximos de ).

e Se uma sequéncia a,, é monotonica (ou seja, é sempre crescente ou sempre decrescente) e limitada

(ou seja, existem reais m e M tais que m < a,, < M para todo n) entdo admite limite no infinito.
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Problemas
Sejam a, b, ¢, d reais tais que a? + b? + ¢? + d?> = 1. Prove que

V1—ab+V1—bc+V1—cd+V1—da>2V3.

Determine se existem dois polindmios nao constantes P(z) e Q(z) com coeficientes reais tais que
(P(2))"? + (P(2))” = (Q(x))*! + (Q(x))*.

Sejam P, () polindomios nao constantes com coeficientes reais primos entre si. Prove que existem
no maximo trés numeros reais A tais que P + AQ é o quadrado de um polinémio.

. Encontre todas as fungoes f: (1,00) — (1,00) tais que se 2,y > 1 e 22 < y < 23 entdo (f(x))? <

fly) < (f(@))°.

Encontre todas as fungoes f: R — R que satisfazem a desigualdade

) - (224 U250 < 5 (52) - L0

zZ—XT

para todos os reais x < y < z.

Mostre que a desigualdade
n n n n
> Y e — g <30l ]
i=1 j=1 i=1 j=1

é satisfeita por todos os nimeros reais x1, ..., ZTy.

Para cada inteiro positivo N, encontre o menor real by tal que, para todo real x,

2N 1
”,/% <by(z—1)* +a.

Seja n inteiro maior do que 1 tal que n é a soma dos cubos de dois racionais. Prove que n também
é a soma dos cubos de dois racionais nao negativos.

Matrizes e algebra linear

Alguns lembretes

O determinante é uma funcao de matrizes quadradas de ordem n para conjuntos numéricos que
satisfazem as seguintes propriedades:

— det(I) = 1;

— E multilinear, ou seja, se uma coluna é uma combinagao linear de dois vetores v e w, o

determinante de A é a mesma combinacao linear dos determinantes das matrizes com v e w
no lugar da coluna e as demais entradas iguais.

— Se duas colunas do determinante sao iguais entao seu determinante é nulo.

A definicao direta de determinante é interessante e 1til em problemas de Combinatéria: sendo p o
conjunto das permutagoes de {1,2,...,n} e o sinal da permutagao sgn(o) —1 elevado & quantidade
de inversoes que levam o a identidade,

det(A) = Z sgn(o) H Qi (s)-
P i=1



2.2

Algumas propriedades relevantes de determinantes (além da defini¢ao): det(A") = det(A), det(AB) =
det(A)det(B) se A e B tém o mesmo tamanho, se a;; = 27" entdo det(A) = [Ti<icien(@r — i)
(determinante de Vandermonde). -

O posto pa de uma matriz A (ndo necessariamente quadrada!) é o tamanho da maior subma-
triz quadrada com determinante nao nulo, ou a quantidade de linhas nao nulas apds escalona-la
completamente. Uma propriedade bacana é que pap < min{pa, pg}.

Um sistema linear com n varidveis e coeficientes reais com matriz incompleta A (coeficientes das
varidveis) e matriz completa C' (coeficientes das varidveis E independentes) é possivel e determinado
(solugéo tnica) se, e somente se, p4 = pc = n, possivel e indeterminado (mais de uma solugéo)
se, e somente se, pa = pc < n e impossivel (sem solugdes) se, e somente se, pa # pc (de fato,
pa < po nesse caso).

Em sistemas lineares com n varidveis e n equagoes, a matriz incompleta A é quadrada. Nesses
sistemas, a regra de Cramer diz que um sistema é possivel e determinado se, e somente se, |A| # 0.

Sistemas homogéneos sao aqueles em que os coeficientes independentes sao todos nulos. Nesse
caso, sempre tem a solugao trivial (tudo 0), e se a quantidade de equagoes é igual & quantidade de
varidveis, a regra de Cramer determina completamente se ha mais solugdes ou nao.

Algumas novidades
Todos os fatos acima continuam validos para corpos quaisquer, inclusive Z,,.

Se AénxpeBépxn,comp>n,entdo det(AB) =) det(Az) det(Bz), em que Z sao todos
os subconjuntos de n indices de {1,2,...,p}; tomamos as n colunas correspondentes aos indices Z
de A e as linhas correspondentes de B; se p < n entdo det(AB) = 0 (podemos “completar” A para
ter n colunas e B para ter n linhas com colunas/linhas de zeros).

Dizemos que V' é um espaco vetorial sobre um corpo K quando, para todos a, 5 € K e u,v € V|
au—+pv € V. Os elementos de V' sao chamados vetores e os elementos de K sao chamados escalares.
Exemplos: K™ é espago vetorial sobre K, R é espaco vetorial sobre QQ, polindmios com coeficientes
em K formam um espaco vetorial em K, sequéncias que satisfazem uma recursao linear homogénea
com coeficientes constantes formam um espaco vetorial sobre os complexos.

Um conjunto A de vetores é linearmente independente quando nenhum deles é combinacao linear
dos outros. Se A é finito, a demonstracao usual é provar que se » a,v = 0 entao «a, = 0 para
todo v.

vEA

O espago vetorial gerado por um conjunto A de vetores, denotado por span(A), consiste em todas
as combinagoes lineares de elementos de A.

Uma base de um espago vetorial V' é um conjunto B que gera V' e é linearmente independente.
Pode-se provar que a quantidade de elementos da base nunca muda independentemente da base, e
essa quantidade de elementos é a dimensao de V. Simbolicamente, dim V' = |B].

Pode-se provar que cada elemento de um espaco vetorial V' de base B é escrito unicamente como
combinacao linear de elementos de B. Nesse caso, os escalares que multiplicam os elementos de B
sao as coordenadas do vetor em B.

Caso exista, o produto interno (-,-) é definido por ter as propriedades (u + v, w) = (u, w) + (v, w),
(ou,v) = alu,v), (u,v) = (v,u), (v,v) > 0 com igualdade se, e somente se, v = 0 para todos
vetores u, v, w e todo escalar . Nesse caso, podemos definir médulo de vetor por ||v]| = /{v,v)
e angulo entre vetores por cos Z(u,v) = )

= TalloT- Em particular, se (u,v) = 0 os vetores u e v sdo
ortogonais.

O produto escalar é um produto interno e é definido por coordenadas como u - v = > u;v;.
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Problemas
Sejam aq,as,...,a, inteiros. Mostre que
H a; — CL]'
1<i<j<n i=J
é inteiro.
Esmeralda quer fazer o seguinte truque: ela fala em voz alta um nimero inteiro positivo n e mais 2n

nimeros reais distintos 1 < ... < Tap, ao publico. Um membro do publico escolhe, sem dizer para
ninguém, um polindmio secreto P(x) de grau n e coeficientes reais, calcula os 2n valores P(z1),
P(z3), ..., P(xap), e escreve, em ordem nado decrescente, esses 2n valores na lousa. Esmeralda
entao faz o seu truque e adivinha o polindmio secreto, revelando-o para o publico.

Determine se existe uma estratégia para Esmeralda sempre conseguir realizar o truque.

Estudantes em uma escola vao tomar sorvete em grupos de pelo menos duas pessoas. Depois de
k > 1 grupos terem ido tomar sorvete, notou-se que todo par de estudantes foi junto exatamente
uma vez. Prove que a escola tem no maximo k estudantes.

Seja G um grafo finito simples, com uma lampada em cada vértice. Inicialmente todas as lampadas
estao apagadas. Uma operacao consiste em escolher um vértice e mudar o estado de todas as
lampadas no vértice e em seus vizinhos. Prove que é possivel deixar todas as lampadas acesas.

Seja B um subconjunto de Z"™ com a propriedade de que para quaisquer dois elementos distintos
(a1,az,...,a,) € (b1, ba, ..., by) existe ¢ tal que a; = b; + 1 (mod 3). Prove que |B| < 2™

Cada casinha de um tabuleiro (2" — 1) x (2" — 1), n > 2, tem 1 ou —1. Uma configura¢io desse
tipo é supimpa quando cada numero for igual ao produto de seus vizinhos (ou seja, com lado em
comum). Encontre a quantidade de configuragoes supimpas.



