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1 Introducao

Os pilares basicos da combinatéria enumerativa sdo os prin-
cipios multiplicativo e aditivo, a partir dos quais deduzimos
certas férmulas que funcionam em casos bem especificos, como
por exemplo, a expressao C(n,p) = (nfizi)!p! (comn,p € Z* e
p < n), que é a conhecida combinacgdo de n objetos distintos
tomados p a p, que corresponde ao nimero de subconjuntos
com p elementos escolhidos de um conjunto com n elementos
distintos. Esse mesmo nimero também é conhecido na litera-
tura como nimero binomial n sobre p (ou n escolhe p) e é
representado por (Z) =C(n,p) = (n_"ip!)!p!. Essa nomenclatura
é justificada pelo fato desses niimeros aparecerem como coefi-
cientes do binémio de Newton (z 4+ a)™. Neste pequeno texto
veremos varias propriedades dos niimeros binomiais, de como es-
tes se dispoem no Tridngulo de Pascal a partir de linhas, colunas
e diagonais. Em seguida vamos estudar outros "ntimeros com-
binatoérios" (ntimeros de Catalan, nimeros de Stirling, nimeros
de Bell, entre outros), assim chamados por serem ferramentas
uteis para a resolucao de diversos problemas de contagem.

2 Coeficientes Binomiais

Definicdo. 2.1 (Ndmeros Binomiais). Sejam n e k inteiros
ndo megativos. Chamamos numeros binomiais ou coeficientes
binomiais aos niumeros representados por

—-1)... —k+1
n (Z)'k = n(n ) k'(n +1) sen >k >0;
(k) = . 1 se k = 0;
0 sen <k.

Defini¢do. 2.2 (Tridngulo de Pascal). O quadro abaizo for-
mado pelos nimeros binomiais com a contagem das linhas e
colunas a partir do zero em que (Z) é um elemento da linha n e
coluna k.
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Num primeiro contato com o assunto prova-se varias propri-
edades interessantes dos ntimeros binémiais e ao tridngulo de
Pascal tais como:

Observacao. 1 (Propriedades basicas dos nitimeros binomiais).
A sequir listamos algumas propriedades basicas dos nimeros
binomiais:

. (;) = (nﬁp) (Nidmeros binomiais complemetares);

(pﬁl) + (Z) =

("’+1) (Relagio de Stifel);

»
“ +E+1
. Pray - (P (Teorema das colunas);
— P p+1
7=0
e )+ )+ () +-+ (1) =2" (Teorema das linhas);
P .
1
. Z (n—i—]) = (n trt ) (Teorema das diagonais).
=\ p

Definigao. 2.3 (Binomial Médio). Para todo n € N, chamamos

R . . 2 . . s 7.
o coeficiente binomial (:) de binomial médio.



Exemplo. 2.1 (Ntumero de Euler no Tridngulo de Pascal).
Para todo n € N seja s, =[], (7). Mostre que
Sn—1Sn+1

lim ———— =¢e¢
n—00 S%

Solugdo. Note-se inicialmente que
n+1 n
s k k
ntl _ k=0 _ k=0 . (1)
ConG) )
k=0 k k=0 k
Ademais,
n+1\  (m+1)! (n+ 1)n! _ n+1 (n
k) Km+1-k! Kn+1-knh-k! n+1-k\k

De (2) em (1) segue-se que
©on+1 n
air U 1-k\k
n
H n
(+)
k=0

De (3) tem-se que para todo n > 1 que

_ (Tl + 1)n+1

Sn+1 _ _
(n+1)n...21

Sn

Sn+1 (n+1)" . )
s —a 1\"" \" 1\~
= —— = (1+— =|1+4— 14+ — =
Sp—1

(n—1)!

n
. Sn+15n—1 . 1 .
lim n+72n = lim (14— lim
n—o0 L n—oo n n—roo

!
(1 + ) =e.
n

Definicao. 2.4 (Coeficiente Binomial Generalizado). Para todo
re€R ek €Z define-se

@:r(rfl)...(rkarl)
LA k! k!
(:)- |
0

Observagao. 2 (Binémio de Newton Generalizado). E possivel

estender Binémio de Newton para todor € R comz ey € R
o0

tais que || <1, de tal modo que (z +y)" = Z <I:> LT
k=0

em que (;) s@o os coeficientes binomiais generalizados definidos

em 2.4.

Além disso, muitas das propriedades dos coeficientes binomiais

ainda continum vdlidas para os nimeros binomiais generalizados

(tais como o Teorema das diagonais e a relagio de Stiefel).

se k> 0;
se k=0;
se k < 0.

3 Coeficientes Multinomiais e o Po-
linobmio de Leibniz
Definicao. 3.1 (Coeficiente Multinomial). Sejam n,nq,...,ng

numeros naturais tais que ni + ...+ ng = n. Definimos o
coeficiente multinomial por

n
Nyy...,Ng

A nomenclatura coeficientes multinomiais vem do fato
de que esses nimeros aparecem como coeficientes da expansao

n!

n!...ng!

multinomial (z1 + z2 + ... + x)", onde z1,za,...,z € C e

neZt.

Teorema. 1 (Expansdo multinomial). Se x1,z2,...,2, € C e

n € Z1, entdo

(x14+zo+.. . Fap)" = Z o xtrh? 7k
nilngl...my t T2 TR

0<n;<n
ny+...+fap=n

Teorema. 2 (Recorréncia de Coeficientes Multinomiais). Se n,
ni,...,NE $G0 inteiros nao negativos tais que ni + ...+ nk =n,

entao
n—1 n—1
= +...+
.Mk ny —1,ne,...,nk N1,N,y ..y NE — 1

n
ni,na,..
Definicao. 3.2 (Nimero Catalan). O n-ésimo nimero Catalan
1 2n
n+l\n/)

Exemplo. 3.1. Mostre que para todo n € N, o n-ésimo niumero
Catalan C,, € inteiro.

€ definido para todo n € N por C,, =

2n
Solugcao. De fato, o nimero de Catalan C,, = Sl_& pode ser
escrito como a diferenga de dois nimeros binomiais (que sempre

sdo nimeros inteiros). Vejamos:

2n 2n (2n)! (2n)!
(n) B (n—|—1) “alal (n—1)!(n+1)!

~ (2n)! (2n)!
“onlnl (n—=1)!(n+1)n!
_ (2n)! n(2n)!
Sl n(n—1D)!(n+ 1)n!
_ (2n)! n(2n)!
“alnl nl(n+ 1)n!
) () ) e

H& varias interpretagdoes combinatoérias para o niimero de
Catalan C},, como por exemplo, o nimero de triangulacoes de
um poligono convexo de n + 2 lados correspondem ao nimero
de partigoes do poligono em n tridngulos, i.e., os interiores dos
tridngulos tém intersecdo vazia e a soma das areas dos tridngulos
é a area do poligono, conforme ilustra a figura a seguir:
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Triangulacoes de poligonos com n = 3,4,5 e 6 lados.

Se um poligono convexo tem n + 2 lados, pode-se demonstrar
que existem C, triangulagoes possiveis para tal poligono.

Em [3] sdo apresentadas 214 diferentes interpretagoes combi-
natérias do nimero Catalan determinadas a partir de problemas
de contagem.

Defini¢ao. 3.3 (Supercatalan). Para todo m,n € N define-se
o supercatalan C(m,n) por

(2m)!(2n)!

Crmn = m!nl(m + n)!’

Apesar de muitas propriedades do nimero Supercatalan ja
terem sido descobertas, ainda nao se tem uma prova por Argu-
mento Combinatorio que Cpy, ,, é inteiro. Gessel e Xin mostraram
via um argumento combinatorio que para m = 2 e m = 3, mas

(2m)!(2n)!
m!n!(m + n)!
quaisquer via argumento combinatorio ainda segue em aberto.

o problema de que Cy, ,, = é inteiro para m e n

4 Numeros de Stirling

Os nimeros de Stirling foram introduzidos pelo matema-
tico escocés James Stirling (1692 — 1770) em 1730 na sua obra
"Methodus Differentialis". Coube ao matematico dinamarqués
Niels Nielsen (1865 — 1931) denominé-los por Ntmeros de Stir-
ling. As notagoes [Z] e {Z}, respectivamente, para os nimeros
de stirling do primeiro e do segundo tipo foram introduzidas pelo
matematico sérvio Jovan Karamata em 1935. No classico livro
"Enumerative Combinatorics' [4] de Peter Stanley sdo usadas as
notagoes c¢(n, k) e S(n, k) para, respectivamente, os niimeros de
Stirling de primeira e segunda ordem.

Defini¢ao. 4.1. Dados a € R e o inteiro n > 0, definimos a
n-ésima poténcia decrescente de o como sendo

o {1, sen =0;
Tl (@ =ala—1)(a=2)...(a —n+1), sen>0.

Assim, por exemplo,
104 =10(10 — 1)(10 — 2)(10 — 3) = 10.9.8.7 = 5040.

Definicao. 4.2. Dados a € R e o inteiro n > 0, definimos a
n-ésima poténcia crescente de o como sendo

o 1, sen=0;
T ale+D(a+2)...(a+n—1), sen>0.

Assim, por exemplo,

10* = 10(10 4 1)(10 + 2)(10 + 3) = 10.11.12.13 = 17160.

4.1 Numeros de Stirling Tipo I

Nesta subsecao estudaremos algumas propriedades dos niime-
ros de Stirling do tipo I, além de uma interpretacdo combinatéria
vinda da teoria dos nimeros.

Fazendo n = 0,1,2,3,4,5, podemos representar as identida-
des

a"=ala+1)(a+2)...(a+n-1).

da seguinte forma:

—

: 1 0 0 0 0 0 1
a” 01 0 0 0 0 a
| 0o 1 1 0 0 0 a?
@ lo 2 3 1 0 0 ol
ok 0 6 11 6 1 0 at
o 0 24 50 35 10 1 o’

em que [}] é o coeficiente da k-ésima poténcia de a que

aparece na expansao de o” é dado por Z

k=0
|=0vne{l,....5, (] =[] =1,
6,[) =11L,[] =6, []] =243 =

{Z} a®. Na situacio

n.
[ =2.[5] =3 [}]
50, [3] = 35, [] = 10.
Sem perda de generalidade, pode-se construir uma matriz
enumerando as linhas e colunas a partir do 0, para um n €
qualquer. As entradas desta matriz serdo definidas como os
numeros de Stirling do primeiro tipo e os denotaremos por [Z]

acima tem-se [?] = 1, [8

Definicdo. 4.3 (Numeros de Stirling tipo I). Dados os inteiros
n,k >0 e k <n, definimos os numeros de Stirling tipo I como
sendo 0s numeros [Z] que cumprem a sequinte condicdo

n
= n

o ;a(a+1)(a+2)...(a+n1)ZMO/@, ()

k=0

com [%] =[] =

Exemplo. 4.1. Mostre que

n!:i

k=0

1] =0sek>n>0.

B

Solugio. Se n =0, o resultado ¢é trivialmente verdadeiro pois

da definicdo 4.3 0! = 1 = (a)® = [7].
Se n > 1, segue-se da definicao 4.3 que

k=0

e portanto, o resultado segue fazendo-se x = 1 em (5).



Teorema. 3 (Relagdo de Recorréncia Ntumeros de Stirling Tipo
I). Sejamn >0 e k > 1 inteiros para o0s quais k < n, tem-se

que
n+1 n + n
= n| |.
k k—1 k
Notemos, primeiramente que "t = o™ (a + n) e compare-
" e o (a + n).
Da defini¢ao 4.3 tem-se que o coeﬁciente de o em a"t! é
+1
"] _
Calculemos agora o coeficiente de o em a™(a + n). Tem-se

que

a"@l%—n)zz([g}ao+—”.4—[kffl]ak_lﬁ-”.4—[Z}a")(a-+

e portanto, os termos contendo aF serdo
n b1 n n n k
ot o= (L2 o)

como queriamos demonstrar.
Observagao. 3. A seqguir listamos algumas propriedades dos
numeros de Stirling do tipo I

(6)

mos o coeficiente de Oé em «

akn =

o [n]=1 Vn > 0.

CL=6) Ve

e [Ml=(r-1)! Vn > 1.
-t B - n+k
[+m+1]kz_:0(n+k){ . ]

] =) ynz 1

("]

Observacao. 4. Uma interpretagio combinatoria para os
numeros de Stirling do tipo I é o nimero de permutagdes
em ciclos. Por exemplo, [ﬂ 11, significa que em 11
das 4! = 24 permutagées dos elementos do conjunto 1,2,3,4
existem exatamente 2 ciclos. De fato, essas 11 permuta-
¢oes sao: (12)(34), (13)(24), (14)(32), (124)(3), (142)(3), (123)(4),
(132)(4)., (134)(2), (143)(2), (1) (234), (1)(243).

Note também que cada permutacdo dos elementos de um
conjunto pode ser representada de forma unica a partir de uma
configuracio em ciclos destes mesmos elementos. Seja, por
exemplo, Iy :={1,2,3,4} e uma permutagdo o : Iy — I dada
poro(l) =2,0(2) =1, 0(3) =4 e 0(4) = 3 cuja representagio
em ciclos seria (1, )(3 4).

Teorema. 4 (Interpretacdo Combinatéria). Sendo n e k in-
teiros nao-negativos para os quais k < n, tem-se que [Z] € o
nidmero de permutagoes dos elementos do conjunto {1,2,...,n}
com exatamente k ciclos.

(5)(5) ¥n=4.

Os nimeros de Stirling do primeiro tipo [2] foram definidos
a partir da condigdo z™ = Y_}'_, [Z]xk Pode-se mostrar pelo
Principio da Indugéao Finita este mesmo resultado a partir da

recorréncia (6).

Teorema. 5 (Interpretacio em Teoria dos Numeros). Sendo
n e k inteiros nao negativos para os quais k < n, tem-se que
[Z] igual a soma de todos os produtos de n — k elementos do
conjunto {1,2,...,n —1}.

Da definicio 4.3 tem-se que o coeficiente de z* na expansao

de 2™ é [}] e desde que

(z+0)(z+1)(z+2)...(z+n—-1) (7)

" =
resulta que para obtermos o coeficiente do termo z* devemos
Tf}s’colher em (7) o termo em x em quaisquer k dos n parénte-
ses e dos n — k parénteses restantes os termos independentes.
Observe que o termo independente do primeiro paréntese vale
zero, assim os produtos com n — k elementos serdo escolhidos
em {1,...,n—1}

Exemplo. 4.2. Determine [ﬂ, [3], [g} e B] a partir do teo-
rema 5.

Solugado. [ﬂ =1.2.3=6;

3] =12+13+23=11;

3] =1+2+3=6;

0] =1.2.3+1.2.4 4+ 1.3.4 + 2.3.4 = 50.

4.2 Numeros de Stirling Tipo II

Definicdo. 4.4 (Ntumeros de Stirling Tipo II). O ndmero de
Stirling tipo 11, {Z}, € o nimero de maneiras distintas de partici-
onar um conjunto de n elementos em k subconjuntos nao vazios,
com a convencdo de que {8} =1e {Z} = {8} = {2} =0 se
k>n>0.

Exemplo. 4.3. Seja I3 = {1,2,3}. Determine {?}, {g} e {g}
?

Solugdo.  {{1,2,3}} é a tnica particdo de {1,2,3} em um
Unico subconjunto, assim {3 = 1. Ja com dois subconjuntos

hé 3 particoes de I3: {{1,2},{3}}, {{1,3},{2}}, {{2,3},{1}}

e uma partigdo com 3 subconjuntos {{1},{2},{3}}.

Definicao. 4.5 (Numero de Bell). Para todo n € definimos o
n-ésimo numero de Bell B, ao total de particoes de um conjunto
com n elementos, com By := 1.

Exemplo. 4.4. Calcule Bs. Mostre que para todo n €

-2}



Solugdo. Bz é o nimero de parti¢gdes de um conjunto com 3
elementos, a qual contera partigbes com 1, 2 ou 3 subconjuntos.
Segue-se portanto do exemplo 4.3 que Bz = {:1”} + {S} + {g} =5.

O ndmero de partigdes de um conjunto de n elementos pode
ser obtido a partir da soma do total de particdes contendo exa-
tamente k suconjuntos, em que k € {1,...,n}. Assim, pelo
Principio Aditivo e da definicdo 4.4, segue-se que

so={if+ (=2 (-2 6}

Observagao. 5. Na equagio (8) pode-se ter o somatdrio vari-
ando de k = 0; pois se n > 0, entdo {Z} =0 e sen =0, entdo
By:=1={{}.

Uma particdo nao é considerada diferente de outra pela sim-
ples mudanga na ordem dos subconjuntos. Assim, no exem-
plo 4.3, se considerarmos as particoes de I3 com 3 subconjuntos,
por exemplo, tem-se que {{1},{2},{3}} = {{1},{3}.{2}} =

= {3}, {2} {1}

Em alguns problemas combinatérios a ordem dos subconjun-
tos é levada em conta em cada uma das parti¢des, neste caso,
define-se por a(n) o n-ésimo ntimero de Bell ordenado que pode
ser obtido a partir da soma dos nimeros de Stirling do tipo II
e o fatorial da quantidade de subconjuntos em cada uma das

particoes.
- n
— !
k=0

Exemplo. 4.5. Uma empresa possui n funciondrios e todos
estes serdo distribuidos em diretorias de diferentes setores. De-
termine:

9)

De quantas maneiras é possivel distribuir 4 funciondrios,
previamente escolhidos, em 3 diretorias?

De quantas maneiras é possivel distribuir os n funciondrios
em k diretorias?

De quantas maneiras € possivel distribuir os funciondrios
sem qualquer restricio d quantidade de diretorias?

Solugdo.

(a) Consideremos, entdo, um conjunto de n = 4 elemen-
tos e queremos formar todas as particbes ordenadas
com 3 subconjuntos. Assim, por exemplo, a particao
{{1},{2},{3,4}} significa o funciondrio 1 na diretoria 1,
o funcionario 2 na diretoria 2 e os funcionarios 3 e 4 na
diretoria 3. J4 a particao {{2},{1},{3,4}} representa o
funciondrio 2 na diretoria 1, o funcionéario 1 na diretoria
2 e os funciondarios 3 e 4 na diretoria 3, que ¢é diferente
da primeira configuragdo formada. Assim, had um total
de {g} = 6 conjuntos de diretorias em que a ordem nao
importa, para cada uma destas ha 3! diretorias em que a

ordem de escolha é relevante. Assim, o total de possibili-

dadeS é
4 '
3

E possivel escolher {Z} possiveis diretorias sem considerar
a ordem de escolha de cada uma delas. Cada uma des-
sas {Z} escolhas nao ordenadas produz k! configuragoes
ordenadas. Logo, pelo Principio Fundamental da Conta-
gem, o total de maneiras de particionar os n funcionarios
em k diretorias em que a ordem de escolha é levada em

consideragao vale
n
k!
B

Do item anterior, equagdo (10), tem-se que o total de pos-
sibilidades de distribuir os n funcionarios em k diretorias
é {Z}k' e desde que k € {1,...,n}, pelo Principio Aditivo
tem-se que o total de maneiras possiveis é

k=1

(10)

Teorema. 6 (Interpretagio Combinatéria). { } € 0 numero
de maneiras de distribuir n objetos distintos em k < n urnas
idénticas, sem que nenhuma urna fique vazia.

Segue imediatamente da defini¢do 4.4 com os objetos sendo
os elementos do conjunto e cada uma das k urnas idénticas
fazendo o papel de cada um dos elementos da partigao.

O préximo teorema nos mostra a relagdo entre o nimero de
funcoes sobrejetoras e os nimeros de Stirling do tipo II.

Teorema. 7 (Ntmeros de Stirling Tipo I e Fungdes Sobrejeto-
ras). Sejam 0 < k <n nidmeros naturais, entio

{Z} = ;g(—w’ (’:) (k— )"

Cada particdo de n elementos em k subconjuntos nao vazios,
gera k! fungdes sobrejetoras. Assim, {}} nada mais ¢ que o
nimero de fungoes sobrejetoras f : A — B em que que |A| =n
e |B| = k dividido por k!, ou seja,

(-5 - (e

Observagao. 6. Um problema classico em Matemdtica discreta
€ o problema da distribuicao em bolas. No caso particular de
as bolas serem distinguiveis e as urnas serem indistinguiveis,
se tomarmos os elementos dos conjuntos como as bolas dis-
tinguiveis e as urnas indistinguiveis como os subconjuntos da

(11)




particdo, tem-se que {Z} corresponde ao numero de maneiras
de distribuir n bolas em k urnas, sem que nenhuma urna fique
vazia. Segue-se entdo, ver apéndice, que o numero de maneiras
de distribuir r bolas em n urnas é dado por

n| (11) "1
IR
k=1

Observagao. 7. A sequir listamos algumas propriedades dos
numeros de Stirling do tipo II.

T

B, =)

k=1

Sy (5)w—ir.

=0

e Sejam n >0 e k > 1 inteiros para os quais k < n, tem-se

que
S S R RS

{M={1}=1vVn>1

(o) =) vz

{s}=2""1—-1 vn>1;

{fa) = (5) +3(1) vnz2

(12)

n
e Para todon>0ek>0 {Zii}=z
j:k

ol
e EaT

Por fim, o teorema a seguir revela a relacao existente entre
os numeros de Stirling do tipo II e as poténcias de zx.

Teorema. 8. Se 0 <k <n €N, entdo

" = Z {Z}zk (13)
k=0
A prova sera feita por inducdo. Desde que {Z} = 0 se

n>k=0e{l} =1sen >0, tem-se para n € {0,1,2,3}
que (13) é verdadeira, pois

20 =1.2%= {g}mo.
2t =1al= {é}xo + {1}x1

20 o J20 1 2] 2
{O}I Jr{l}m +{2}x.

Suponhamos como hipétese de indugdo que (13) é verdadeira
para n — 1, i.e.,

22 =12t +1.22

(14)

Precisamos mostrar que

=3 {Z}xk (15)
k=0
Note que 2**L = zE(2 — k), e portanto
zok = pEEL 4 ok (16)

Da hipétese de indugao, como k =n — 1, tem-se que:

n—1 n—1
" = gz (14 T Z {n ; 1}1:’“2 {n; 1}3033]c =
k=0 k=0

1 (n-1
{ i } (xkiJr kxE)
n—1

n—1
S et e L et
k=0
n—1] , ~
..+{n1}x+z

k=1

5 Exercicios propostos

1. Mostre que:

(a) S = g(% 1) (%Z 1) = n2n2,

b)) W= 2k (;) = n2n2,

k>0

2. Se n € N, mostre que:

() () () (1) o (1) o

1
=3 [2"*1 + cos %T + (v/3)" - cos %T} .
3. (IMO-1981) Seja 1 < r < n e considere todos os subcon-

juntos de tamanho r do conjunto {1,...,n}. Cada um

desses subconjuntos tem o menor elemento. Seja F(n,r)

a média aritmética destes minimos. Prove que

n+1
r+1°

F(n,r)

e

k



10.

. Seja p(x) um polinémio cujos coeficientes sdo nimeros

reais, i.e. p(z) € [z], tal que Vk € Z tem-se que p(k) € Z.
Mostre que existem Cy, C1,...,C, € Z tal que

p(z) = C”(Z) +Cn1<316) +...+Co<g).

_ 2mV3+36

— 1
. Prove que Z (Zn) = o7

n=1 \n

. Prove que quatro niimeros binomiais consecutivos

() (o) (ra) ()

nao podem ser termos consecutivos de uma progressao
aritmética.

Prove que para qualquer inteiro nao negativo n a quanti-
dade de nimeros fmpares na lista

() () (2)

é uma poténcia de 2.

. Determine, para cada inteiro ndo negativo n, a soma

G -Gy =) -G

. Mostre que para todo n € N, tem-se que:

@ rr=d (] )t

k=0
n n o
(b) (+y)" =) (k) akynh.
k=0
Imagine n objetos distintos rotulados por 1, 2, ..., n alinha-

dos sobre uma reta horizontal, nessa ordem da esquerda
para a direita. A direita de n, h4 um buraco, uma espécie
de pogo onde os objetos podem ser empilhados uns sobre
os outros. Inicialmente, o buraco esta vazio. Toma-se o
objeto n e empurra-o para dentro do buraco. Entao, ha
duas opgdes. Ou empurrar o ultimo elemento da linha
para o topo da pilha, originalmente denominado push. Ou
tirar o elemento do topo da pilha para a direita, original-
mente denominado pop. Observe as figuras na margem e
acompanhe a evolucao dosbobjetos sob a sequéncia

Push, Push, Pop, Push, Pop, Pop,
Push, Push, Push, Pop, Pop, Pop.

Push B
1234 ]

Pop | f
123 3

1

Push a
113 45

Push 3
1 645

2

Push 3
645

1

Push |3
Lod5

2

Pop 3
21645

Fop 3

321645

%

op

No final do processo, a sequéncia (1,2,3,4,5,6)se tornou
(3,2,1,6,4,5). Pode ser pensado como uma permutagao
ou como duas ordens:

123456(do lado esquerdo) e 321645(do lado direito).

Definic¢ao. 5.1 (Permutagoes de pilha). Uma permutagio
€ uma ordenagao por pilha se ela ¢ o resultado de uma
sequéncia de Pushs e Pops aplicados a {1,2,...,n}.

Os ntmeros de permutagoes de pilha para n =
1,2,3,...,17 objetos distintos sdo, respectivamente:

1,1,2,5,14, 42,132,429, 1430, 4862,

16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845, 35357670.

Mostre que o niimero de permutacdes de pilha dos elemen-
tos do conjunto {1,2,3,...,n} é igual ao n-ésimo nimero
de Catalan, C,, = - (?

n+1 ’r:L)
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