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Rolamento cbnico

Problema

Duas esferas S; e S, estdo dentro de um cone circular C. As
esferas tangenciam o cone em circunferéncias, e ainda Sy
tangencia S, externamente. Temos n esferas do mesmo raio
que formam um “anel” dentro do cone C, de tal forma que cada
uma das n esferas tangencia S; e S, (externamente) e o cone,
e tangencia as duas esferas vizinhas no anel.

Encontrar os valores de n para os quais tal configuragéao é
possivel.






Sejam S; e S, as duas esferas iniciais, com centros A e B,
e raios r < R.

Suponha s o raio das n pequenas esferas. Seja C o centro
de uma dessas n esferas.

(A secado do cone com o plano que passa pelos centros A,
B, C, esta no desenho acima.)

Denotamos D o pé do perpendicular de C para a reta AB.
Os centros das n esferas formam um poligono regular de n
vértices, e lado igual a 2s.

O centro deste poligono é o ponto D. Logo a
circunferéncia circunscrita para o poligono tem raio igual a
DC.

Logo sen(w/n) = s/CD.
Por Heron para o tridangulo ABC temos

(R+r)-CD=2\/(R+r+s)Rrs.



8 Elevando ao quadrado,

2 (R+r)s
CD2 ~ 4(R+r+ s)Rr

9 Podemos escolher a medida de distancia de maneira
conveniente: R+ r = 2.

10 Segue que
sen 2(m/n) = Rr(1 + g).

11 Denotamos G o pé do perpendicular de B para a tangente
externa das esferas (na secao pelos centros como no
desenho).

Denotamos E e F os pés dos perpendiculares de Ae de C
para BG.
Finalmente seja E; o pé do perpendicular de C para AE.



12 Denotamos w o0 angulo entre a tangente comum das
esferas Sy, Sy, e areta AB (esta é a metade do &ngulo de
“abertura” do cone). Segue do triangulo ABE que

R—r=(R+r)senw=2senw,A=1+senw,r =1—senw.

13 Assim Rr = 1 — sen? w = cos? w.

14 Substituindo em sen—2(x/n) = Rr(1 + %), temos
sen"2(m/n) = (1 +2/s) cos® w.

15 O quadrilatero CFEE; é retangulo, logo CF = EE;.
16 Pitagoras para os tridngulos AE;C e BFC:

AE2 = (r +8)? — (r — s)? = 4rs,

CF? =(R+5s)> - (R—s)?> =4Rs.
17 Segue que

AE = AE; + E{E = AE; + CF = 2\/s(~R+ /7).



18 Como ZEAB = w e AB = R + r obtemos
2v/s(VR+ /1) = (R+r)cosw = 2cosw.

19 Vimos que Rr = cos® w, e obtemos

COS2 w COS2 w

® T o1+ VR)  2(1 +cosw)’

20 Assim temos
2  4(1+ cosw)

s  cos?w
21 De sen~2(7/n) = (1 +2/s) cos® w segue
sen~2(m/n) = cos® w + 4(1 + cosw).

22 Simplificando, sen~'(7/n) = 2 + cos w.
23 Temos 0 < cosw < 1,logo 1/3 <senw/n < 1/2.



24 As desigualdades

1_ Tssenl > nE>senE>1/3>sen
5 =sen g >sen = >sen g 9

T
10

mostram que os valores de nsao 7, 8, 9.



Irredutiveis mas nem tanto

Critério de redutibilidade

Seja f € Z[x] e seja p um primo que nao divide o coeficiente
lider de f. Mostrar que se f, modulo p, é irredutivel, entdo ele é
irredutivel sobre Q.

Este é chamado Critério da redugdo mdédulo p para polinbmios
com coeficientes inteiros.

Bem como os demais critérios de irredutibilidade, a reciproca
desta afirmagao falha “globalmente”.



Exemplo

Exemplo

Existe polindmio f(x) com coeficientes inteiros, que ndo tem
raiz racional, mas para todo primo p, a congruéncia f(x) =0
(mod p), tem solucéo.

e Considere o polinémio f(x) = x* — 10x? + 1.

e f éirredutivel sobre Q: ndo tem raiz racional (=1 ndo sao
raizes).
Se f(x) = (x2 + ax + b)(x? + cx + d), onde a, b, ¢, d s&o
inteiros, comparando os coeficientes de x3, x2, x', x°,

at+c=0,b+d+ac=-10,ad+bc=0,bd =1,

respectivamente. A dltima implica b + d = £2. Como
a = —c, da segunda igualdade temos & = 8 ou 12,
absurdo.



Continuacéo |
1 Se p =2, mbdulo 2 temos
f(x)=(x+ 1)4

é redutivel.
2 Se p = 3, mbddulo 3 temos

fx)=x*+2x°+1=(x>+1)? (mod 3)

também é redutivel.

38 Suponha p > 3 um primo. Primeiro observamos que as
raizes de f(x) (em R) sdo os nimeros ++/3 + /2 para
todas as 4 possibilidades dos sinais +.



Continuacéo Il

4 Se (%) =1 (o simbolo de Legendre), temos que x° = 2

(mod p) tem solugéo y.
Observem que

(x = (V8+V2))(x = (V3 +V2)) = (x - V2)? -3,

e médulo p isso sera (x — y)? — 3.
5 Analogamente agrupando as outras duas parcelas na
decomposigéo de f(x), obtemos (x + y)? — 3.

Assim se (%) = 1 temos que f é redutivel médulo p.

6 Quando (%) =1, o procedimento é semelhante.

Agrupamos as parcelas adequadamente e temos que f(x)
é redutivel médulo p.



Continuacéo llI
3

7 Se (%) = (5) = —1, pelas propriedades do simbolo de

Legendre (multiplicativo) (g) = 1. Nesta situagéo
agrupamos

(x — (V3+V2)(x +(V3+V2)=x2-5-2V6

e analogamente para as duas parcelas restantes. Como
/6 faz sentido médulo p (no corpo com p elementos),
nosso polinémio é redutivel sobre qualquer corpo Zp.



Polindmios de Frobenius

O problema

Seja f € Z[x], mbnico, e tal que as raizes de f estdo contidos
no circulo fechado |z| < 1 em C (isto é, toda raiz z de f satisfaz
|z| <1). Mostrar que as raizes de f podem ser apenas 0 e
raizes da unidade.

Primeiro “descartamos” as raizes 0 de f(x).

Dividindo f(x) por x™, onde m € a multiplicidade de 0 como raiz
de f, obtemos um polindmio ménico, e que ndo tem raiz 0.
Logo as raizes do novo polindmio satisfazem 0 < |z| < 1.



Demonstracao |
1 Suponha f(x) = (x — x1) - - - (X — Xp), definimos o polindmio
fie(x) = (x=x§) - (x=xK) = x"+ & x" . 48k x+aK
As raizes de fi(x) s&o as k-ésimas poténcias das raizes

de f.

2 Temos fx € Z[x]: pelas formulas de Girard, e pelo teorema
dos polinbmios simétricos, os coeficientes de fx sdo
polinbmios simétricos com coeficientes inteiros de xj, ...,
Xn, logo sdo numeros inteiros.



Demonstragao |l

3 Segue que

K k k k k n
afl = < Tkl < () <2

onde usamos a desigualdade triangular e o fato que
|xi| < 1. Os somatorios sdo portodos 1 < iy < --- < ij < n.
4 Segue que os coeficientes de fx sdo inteiros limitados
entre —2" e 2".
5 Logo existem k # e nimeros naturais com fy = f,. Isso
implica que paratodoi=1,..., n, x,.k = xf(,.), onde o é
permutacao de (1,...,n).



Demonstragao |l

6 Existe nUmero natural p com o = Id: como sao n!
permutacoes, existem u < vcom oY = oY, logo oV Y = [d.
(Pode ser demonstrado que o menor p com tal
propriedade divide n!.)

7 Entao

1 1
[ = (Y = ()

1
= (XaZ(i))ezkp_2 = = (X)) = ()

Xi

8 Logo xX° = x® paratodo i. Se m = kP — eP, obtemos
xm =1,
]



Polinémio ménico por que?

Mostrar que a afirmacao da questédo anterior ndo € valida se f
ndo € ménico. (Dica: procurar por polindmios de grau 2.)



Sistema binario

A inclusao das duas questdes a seguir foi motivada por um
problema da OBM de 2021, que usava fortemente o sistema
binario. As duas questdes sdo bem antigas e classicas, e
“cultas”.

Comecamos com o problema dos pintores.



Pintores

Doze pintores moram em 12 casas, cada uma vermelha ou
azul, construidas em torno de uma rua circular.

Todo més um dos pintores comeca a pintar as casas,
comecgando com sua casa, e andando no sentido anti-horario.
Cada pintor obedece a seguinte regra:

1. Se uma casa é vermelha, ele a pinta para azul e vai para a
proxima casa.

2. Se a casa € azul, ele a pinta em vermelho, e volta para sua
casa, sem pintar outras casas.

Cada pintor faz tal “passeio” exatamente uma vez por ano.
Sabe se que no inicio do ano tinha pelo menos uma casa
vermelha.

Mostrar que um ano depois (quando todos pintores fizeram os
seus “passeios”), cada casa estara pintada na sua cor original.



Solucéao |

Consideramos o caso geral, de n pintores e n casas, com as
mesmas regras. Exigimos que pelo menos uma casa no inicio
foi vermelha. Queremos mostrar que apos os n “passeios”,
todas casas ficardo com sua cor original.

1 Vamos enumerar as casas de 0 a n — 1 consecutivamente,
comecando com uma (qualquer) delas, no sentido
anti-horario.

2 Em cada momento podemos associar as cores das casas
a sequéncia ¢y, ¢y, ..., Ch_1, ONde ¢; = 0 se a i-ésima
casa é vermelha, e ¢; = 1 se ela é azul.

3 Associamos a esta sequéncia o nimero

co-204¢y-2 46224+ 4 cp_g-2™ T = Cnh-1Cn—2-.-C1Co(2),

0 respectivo numero escrito na base 2 (isto € c; =0ou 1).



Solucao

4 Se 0 <i< n-1,denotamos por a; e por a;, 1 0S NUMeros
da forma de cima, correspondentes de antes e de depois
do passeio do i-ésimo pintor.

Como altera a; para a;1? Cada pintor necessariamente
chega a alguma casa azul (se todas sao vermelhas, ele
repinta cada uma em azul, e volta ao seu inicio, para uma
casa azul.)

Supomos que a primeira casa azul que ele chega tenha
namero .

5 Primeiro caso: j > i. Entdo a; aumenta com
2/ 4 2*1 1 ... 1 2/=1 pois as casas de nimeros i, i + 1,
..., j —1tém de ser vermelhas. Depois vai diminuir com 2/
pois a casa j € azul. Logo

a1 =a+ @ +24 ...y 2 =g -2



Solucao Il

6 Segundo caso: j < i. Entdo o pintor vai até acasa 0 e
continua pela rua. O nimero a; altera assim: primeiro
adicionamos a ele
2l ot 4 pon=1 420 L 21 ... 4 2171 e depois
subtraimos 2/. Logo

aigr=a+ @2 o2ty 20 ot oty o)
=a+(2"-1)-2.
7 Terceiro caso: i = j. Este vai para um dos primeiros dois

casos, dependendo de se o i-ésimo pintor pintou apenas
sua casa, ou deu a volta completa.

8 Em qualquer dos casos acima, temos que

a1 =a —2" (mod (2" —1)), i=0,1,...,n—1.



Solucao IV

9 Agora sejam a e b os dois nUmeros na base 2, antes e
depois dos passeios de todos pintores. Temos que,
independentemente da ordem em que os pintores
passeiam,

b=a-(1+2"+224+...42"") =2 (mod (2" —1)).

10 Temos no inicio pelo menos uma casa vermelha, logo pelo
menos um digito 0 em a. Ainda, em b também temos pelo
menos um digito 0, pois a ultima casa pintada foi de azul
para vermelho.

11 Comoa,b<2"—1ea=b (mod (2" — 1)), temos que
a=nb.



Sequéncia esquisita

Problema
Sejg p um primo impar dado, definimos a sequéncia (an)>,
assim.

® p=0,8 =1, a» =2, ...,ap_gzp—Z.

e Se n> p— 1, escolhemos a, de tal forma que ele seja o
menor inteiro positivo, a, > a,_1, € a, nao forma
progressao aritmética de comprimento p com nenhuma
(p — 1)-upla de numeros entre ag, ai, ..., an_1.

Mostrar que a,, € determinado assim:
® Primeiro escrevemos n como nimero na base p — 1.
¢ Depois lemos este numero como que se fosse numero
escrito na base p.

(Em outras palavras, a sequéncia consiste dos numeros
escritos em sistema na base p, que nao contém o digito p — 1.)



Solucéao |

A verséo original deste problema foi proposta para p = 3, mas

vale um resultado mais geral; a demonstragao é praticamente

a mesma como no caso p = 3.

Chamaremos um subconjunto de N U {0}, de p-livre de

progressdes, quando ele ndo contém PA crescente de

comprimento p.

Seja b, 0 numero obtido de n escrevendo nnabasep—1e

lendo na base p.

Por indugdo mostra-se que a, = b, para todo n. Escrevemos

algumas propriedades do conjunto B = {bgy, by, bo, ..., bp,...}.
1 B é p-livre de progressoes.

2 Se b,_1 < a< bppara algum n > 1 entdo o conjunto
{bg, by, bo,...,b,_1,a} ndo é p-livre de progressoes.



Solucao

Mostraremos abaixo essas duas propriedades de B. Mas
primeiro deduzimos o problema a partir dessas duas
propriedades.

Pela definicdo dos a, € b, temos que ax = by se

0 < k < p— 2. Por indug&o, vamos supor que ax = by para
todok<n-—1,onden>p-—1.

Pela primeira afirmagéo acima, o conjunto

{307 a1 ) 327 sy anf1 9 bn} — {bO) b1 9 b2) R bnf1 9 bn}u

é p-livre de progressdes. Segue que a, < b,. Mas a segunda
afirmagéo nos diz que a, < by € impossivel. Segue que

an = by e a questao esta resolvida (mddulo as duas
afirmacoes).



Solucao Il

Agora mostraremos as afirmagodes (1) e (2) de cima.
Primeiro observamos que o conjunto B consiste de todos

ndmeros cuja representacao na base p que nao contém o
digitop — 1.



Solucao IV

A afirmagao (1) segue de tal fato.
Sea,a+d,a+2d,...,a+ (p— 1)d é PA de comprimento p,
entdo todos digitos (na base p) aparecem em algum dos
numeros da progressao nas suas representagées na base p.
Este fato demonstra-se assim. Seja d = p™k, onde p nao
divide k. Logo d termina com m zeros na base p. Ainda o
primeiro digito 6 que precede esses m zeros € ndo nulo.
Suponha « o digito na posicdao m + 1 de a, lendo da direita a
esquerda, entao os digitos na posicdo m+1de a, a+ d,
a+2d,...,a+ (p— 1)d serdo os restos na divisédo por p dos
nameros o, a + 0, a + 24, ..., a+ (p— 1)d. Mas este é um
sistema completo de residuos na divisdo por p, pois

1 <0 <p-—1¢écoprimo com p. Assim temos a demonstragao
de (1).



Solucao V

Para (2), observamos primeiro que se b,_1 < a < b, entdo
a¢B.

Como B consiste dos numeros que, escritos na base p, ndo
contém o digito p — 1, segue que a tem em alguma posi¢ao da
sua representacao na base p, o digito p — 1.

Denotamos por d o numero obtido por a substituindo na sua
representacao em base p, todos os digitos diferentes de p — 1,
por 0. Ainda substituimos todos digitos p — 1 na representagao
de apor 1.

Consideramos a progressao aritmética

a-(p—1)d,a—(p—2)d,a—(p—3)d,...,a—2d,a—d,a.

Pela definicao de d, os primeiros p — 1 termos desta PA nao
contém p — 1 na sua representacdo na base p, e sdo todos
menores que a.



Solucao VI

Segue da definicao do conjunto B que esses mesmos p — 1
termos da PA pertencem ao conjunto B (pois p — 1 ndo
aparece como digito na base p). Mais precisamente eles tém
de pertencer ao conjunto {bg, b1, bo, ..., bp_1}.

Logo o conjunto {by, by, b, ..., b,_1,a} ndo pode ser p-livre de
progressoes. A segunda afirmacao foi demonstrada.



Um pouco de geometria

Questao 1

No tetraedro SABC os angulos ASB, BSC, CSA séao retos, e
SA = SB + SC. Mostrar que a soma dos angulos das faces do
tetraedro cujos vértices estdo em A, é igual a 90°.

Denotamos SA = a, SB = b, SC = ¢, entao por Pitagoras
temos

AB = Va? + b,
BC = Vb2 + c?,
CA=va®+c2.

Sabendo a, b, ¢, determinamos unicamente o tetraedro.



-4

-3

o -




Solucéao

Por enunciado, temos a = b + ¢. Construimos tetraedro SABC
tal que SA= a, SB = b, SC = ¢, e ainda os angulos com
vértice em S sao retos, e a soma dos angulos com vértice em
Aé90°.

Cortando pela aresta AS, obtemos a planificagao do tetraedro
como na figura. Ela é obtida de um quadrado de lado a= b+ ¢
onde cortamos um triangulo do vértice oposto a A.
Claramente os angulos ASB, ASC sao retos. Ainda o angulo
BSC é reto pois por construgao

BC = Vb2 + ¢2 = V/SB2? + SC2. (Este angulo n&o esta na
figura.)




Projecdes

O problema

® Qual a maior area da projecao de um cubo de aresta 1 em
algum plano?

¢ Qual a maior area da projegao, em algum plano, de um
paralelepipedo retangular de lados a, b, ¢?

Resolveremos a segunda parte, sendo a primeira um caso
particular.



Solucéao

Seja m um plano no espaco, e suponha que as arestas do
paralelepipedo que saem de um mesmo vértice, formam
angulos «, 3, v, com o vetor normal do plano. Entdo a area S
da projecéao sobre 7 é

ab cos~y + bc cos a + cacos 3.

Para justificar isso: a area da projecao é obtida projetando-se
trés faces nao paralelas. Ainda, a area da projecao de uma
face € o produto da area da face e o cosseno do angulo que
esta face forma com o vetor normal do plano.



Solucao

Agora usamos a desigualdade de Cauchy—Schwartz:
ab cos~y + bc cos a + cacos
< \/((ab)2 + (be)? + (ca)?)(cos? a + cos? 3 + cos? 7)
= \/(ab)2 + (bc)? + (ca)?.

Igualdade temos quando

1
o

Q=
o=

cosq: Cosf3: cosy =

A resposta de (a) sera v/ 3, e de (b) sera
V/(ab)2 + (bc)? + (ca)2.




Mais geometria

Problema

Sejam A um ponto dado no plano e / uma circunferéncia dada

no mesmo plano. Encontrar o lugar geométrico dos centros das
circunferéncias que tangenciam / e passam pelo ponto A. Este
lugar geométrico pode ser construido com régua e compasso?

Seja O o centro de /. Temos trés casos.



Solucéao

1 Se A pertence a /, a segunda circunferéncia tangencia /
em A, e seu centro pode estar em qualquer ponto da reta
OA, exceto O e A.

2 A esta dentro do circulo determinado por /. Seja O; o
centro da segunda circunferéncia. O raio dela sera O; A.
Ela tangencia / se e somente se OOy + OjA=r,onde r é
o raio de /. A geometria analitica ensina que este conjunto
¢ elipse com focos em O e em A.

3 A esta fora do circulo determinado por /. Entao temos ou
0O;0 — O4A = r, quando a segunda circunferéncia
tangencia / externamente; ou O1A — O; O = r, quando ela
tangencia / internamente. De novo a GA ensina que este
conjunto é uma hipérbole.



Solucao

Sobre a construcdo: apenas no primeiro caso podemos com
régua e compasso.

Ressaltamos que cada uma das circunferéncias que
tangenciam / e passam por A pode ser construida com régua e
compasso.

Por exemplo: seja B o ponto de tangéncia das duas
circunferéncias. Entdo O; pode ser encontrado como a
intersegao da reta OB e da mediatriz do segmento AB.

A circunferéncia com centro em Oy e com raio OjA= OB é a
procurada. Movendo B ao longo de /, obteremos todas as
circunferéncias procuradas.



E mais geometria

Alunos “comportados”

Um professor desenhou na lousa o grafico da fungao (ndo
perguntam como!)

Durante o intervalo um aluno apagou os eixos coordenados,
mas deixou o grafico da fungao.

Quando o professor voltou, nao ficou nada contente. Um dos
alunos decidiu ajudar: “Professor, podemos tentar recuperar os
eixos usando régua e compasso!”

Vamos mostrar como fazer isso, e ajudar a turma e o
professor.



Solucéao |

O gréfico é uma das folhas da hipérbole xy = 1.
A hipérbole é uma cbnica central, logo tem didmetros.

Recordamos que se ¢ é uma cbnica central (elipse ou
hipérbole), vale a seguinte propriedade:

Os pontos médios de cordas paralelas da cénica
determinam uma reta que passa pelo centro da conica.

Esta afirmacdo é bem conhecida no caso de
circunferéncias, quando ainda temos que o didmetro €
perpendicular as cordas que ele corta no meio.

A demonstracdo no caso geral (faz-se separado para
elipse e para hipérbole!) fica a cargo dos leitores.



Solucao

Agora construimos com régua e compasso uma corda
qualquer da hipérbole. Escolhemos mais um ponto
qualquer e fazemos uma reta paralela a primeira corda,
até a intersecao com a hipérbole.

Os pontos médios das duas cordas podem ser construidas
com régua e compasso. A reta determinada por esses
dois pontos médios passa pelo centro da conica.

Escolhendo outro par de cordas paralelas (e ndo paralelas
as primeiras duas), obtemos mais um diametro, e assim
temos a posicao do centro da conica.

No nosso caso o centro é a origem. Assim localizamos a
posicao da origem.



Solucao Il

10 Construimos uma circunferéncia com centro na origem e
raio suficientemente grande para que ela intersecte o
grafico em dois pontos.

11 Esses dois pontos estao simétricos em relacao a bissetriz
do primeiro quadrante (pois essa bissetriz € um dos eixos
da hipérbole).

12 Assim determinamos a bissetriz do primeiro quadrante.

13 Agora falta construir &ngulos de 45° nos dois lados da
bissetriz e obteremos os eixos. (Reparem que angulo de
45° pode ser construido com régua e compasso.)



Aritmética (Sera?)
Usamos a notagéo [x] para a parte inteira do nimero real x: o
maior inteiro ntal que n < x.
Exemplos: [0] = 0, [2021] = 2021, [7] = 3, [-7] = —4.
Denotamos por {x} a parte “fraciondria” de x, isto &,
{x} = x — [x] para todo numero real x.

Problema
Se x € Q, x > 1, e existe lim,_,o{x"}, entéo x € Z.

Denotamos a = lim, . {x"} e seja m, = [x"*1] — [x"]. Entéo
temos

lim ((x — 1)x" — my)

n—oo
BT n+1 _ 1yn+H17y o n_ryn
= lim (x™" = [x"]) — Jim (x" — [x"])
=a—a=0.

Usaremos a seguinte afirmagao.



Solucéao |
Afirmacao

Seja x € Q, x > 1. Suponha ¢ # 0 e (m,) uma sequéncia de
inteiros tais que limp_oo(cx” — m,) = 0.
Entéo x € Z.

A demonstracao ¢ feita assim.

1 Sejax=p/q,p,q€N, (p,q) =1. Escolhaec =1/(p+ q),
entdo a desigualdade |cx” — my| < e vale para todo n > ng
para algum ng.

2 Segue que para n > ny temos

lcox™ — pmy| < pe, legx™ ' — gmy, 4] < ge.



Solucao

Observe que cgx™' = cgx"p/q = cpx". Logo
1Py —qMp 1| < |pmp—cpx"|+[cqx™ ' —gmy 4| < pe+qe = 1.

O lado esquerdo da desigualdade é inteiro ndo negativo.
Portanto para n > ng temos |pm, — gmy1| = 0.

Isto é, mp.1 = gmn. lterando, temos para todo k

K
Mpg+k = ?mno

Mas (p¥, g¥) = 1 e os mjy, .« s@0 inteiros. Segue g = 1
(pois g¥ divide mp,), ou mp, = 0.

Mas se m,, = 0 temos mj, ., = 0 para todo k, logo
lim cx™ = 0. Esta é uma contradicdo com x > 1e c # 0.

Segue que g = 1 e x é inteiro.



Mais

Problema

Sejam a > 1 e b niUmeros naturais tais que b" — 1 divide a"” — 1
para todo n natural.
Mostrar que existe um ndmero natural k tal que a = b~.

Observem que a reciproca também é vélida, porém trivial.

Afirmacao Il
Sejam x4, ..., Xx nUmeros racionais distintos, x; > 1 para todo
i. Sejam ¢y, ..., ck nUmeros nao nulos e m, uma sequéncia de

0 q g g k
inteiros tais que limy o0 (32— GX" — M) = 0.
Entdo os x4, ..., X, sdo todos inteiros.



Demonstracao |

1 Inducéao por k. Quando k = 1, é a afirmacgédo anterior.
2 Vamos supor o lema vélido para k — 1. Seja x;, = p/q, do
enunciado segue que

k
(0P o) =0

k
(Z quxj”'H - qmn—H) =0.
j:1

[im
n—oo
3 Subtraindo a primeira da segunda igualdade, temos

Jim. (21 ¢i(xq — P)X/" — (qMn1 — Pmn)) =0.
j=



Demonstragao |l

4 Denotando por d; = ¢j(x;q — p) o coeficiente de X", temos
que d; = 0, e os demais s&o n&o nulos, pois x; # X se
J# 1

5 Pela inducado temos que x1, ..., X;_1, X/+1, - - -, Xx SA0
inteiros.

6 Como / foi escolhido arbitrariamente, podemos afirmar que
todos x4, ..., Xk sao inteiros, e nossa afirmacéao esta
demonstrada.



De volta ao problema |

Do enunciado segue que a > b. Entao existe nimero
natural k tal que bX < a < bk*1,

Definimos
a—1
mn_bn_.IeZ’X/_ 71<]<ka
eci=---=¢=1.

Como m;, € Z pelo enunciado, e x; € Q, temos

k a" a"— bkn

A
ZC/ = n_1 Hﬁ—m-

Quando n — oo, o0 lado direito acima vai para 0 (pois
bkt1 > a).



De volta ao problema i
5 A afirmagéo diz que todos x; sdo inteiros. Entao do lado
esquerdo acima teremos nlimero inteiro.
6 Como o limite é 0, temos que

a"— bkn

P —1) O

para todo n suficientemente grande.

7 Segue que a" = b"" para n suficientemente grande, logo
a= bk.



Agora analise

Problema

Seja a(x) uma fungéo da classe C' (isto é, tem derivada
continua), a(x) > 1 para todo x. A fungéo f(x) é de classe C?,
e satisfaz

f(0)=F(0) =0,  (af'Y(x)+f(x)>0

para todo x.
Mostrar que f(v/2) > 0.



Solucéao |

O numero /2 pode ser substituido por qualquer nimero

y €[0,n].

Assim mostraremos que para todo y € [0, 7] tem-se f(y) > O.
Caso 1. A desigualdade f(x) < 0 vale para todo x € [0, y].

1 Se f(xy) < 0 para algum x; € (0, y), pelo teorema de
Lagrange temos que para algum x» € (0, x1) vale
f(x1) — £(0) _ f(x1)

/ _ _
foe) === = 5 <O

2 De novo por Lagrange, mas para a fungédo af’, temos

(o) - 2 00— AONO) _ 2l )

para algum x3 € (0, X2).



Solucao

3 Mas isso implica (af’)'(x3) + f(x3) < 0, 0 que contradiz o
enunciado.
Logo neste caso f(x) = 0 para todo x € [0, y].

Caso 2. Existe xp € (0, y] com f(xp) > 0.
1 Vamos supor que f(y) < 0; definimos

x1 = sup{x € [0, xo] | f(x)
Xp = inf{x € [xo,y] | f(X)

0},

<
)

2 Entdo 0 < x1 < x2 < y, ainda f(xy) = f(x2) = 0,e f(x) > 0
quando x € (X1, X2).



Solucao Il
3 Afuncéo g(x) = a(x)f'(x)/f(x) satisfaz

oo _ (AP (@) (x)  a()(f'(x))?
g“%«:an ) = fx)  f(x)?
(af')(x)  9(x)?
=0 aGy S 9W”

4 Afirmamos que g(x) pode assumir valores arbitrariamente
grandes em alguma vizinhanga de x4, e valores
arbitrariamente pequenos perto de x»:

Seja e > 0, e suponha que f atinge valor maximo no ponto
pem [xy, Xy + £]. Pelo teorema de Lagrange existe
t € (x1,p) com

ppy = [P =T _ Hp) - 1(p)
P x p—xg e



Solucao IV
Segue que
() _ f(1)
1) = f(p)

De maneira analoga podemos mostrar que a fungao g no
segmento [xo — ¢, Xo] assume valor que é menor que —1/e.

A condigao g'(x) > —1 — g(x)? implica que

> >

1
.

(arctan g(x)) = 15/(9)(())()2 > —

para todo x € (xq, X2).
Mas

lim arctant= —7/2, lim arctant=m/2.
t——o0 t—+oo



Solucao V

9 Pelas consideragdes acima, para todo ¢ > 0 existem
ti < kb em (xq, X2) com arctan(g(t;)) > w/2 -4, e
arctan(g(f)) > —m/2 + 4.

10 Entao existe p € (1, ) com

arctan g(b) —arctang(ty) —7+26
t e =
(arctan(g(x) )y it <2

e o lado direito € < 1 quando § € pequeno. Isso contradiz
a desigualdade acima.



A sobremesa
Este problema é antigo, foi proposto numa olimpiada em 1979.
Desde entao esta no “Hall of Fame”.

Classico

Numa semana olimpica ha k alunos participantes. Eles sao ou
matematicos, ou semi-matematicos.

Os matematicos, como bem sabemos, respondem a cada
pergunta com a verdade. Os semi-matematicos as vezes
respondem com a verdade, as vezes ndo (sem padrdo nas
respostas).

Sabemos que os matematicos entre os k participantes sao
mais que os semi-matematicos. Cada participante conhece
quem sao os demais participantes (matematicos ou
semi-matematicos).

Como podemos saber quem dos participantes é matematico e
quem é semi-matematico, fazendo apenas perguntas do tipo
“Fulano é matematico?”



Solucéao |

Foi demonstrado por P. Blecher, Discr. Math. 43, 1983,
107-110, que 0 menor numero de perguntas é [(3k — 3)/2].
Aqui faremos uma construgdo mais simples e transparente,
porém precisaremos mais perguntas.

1 Enumeramos os participantes de 1 a k, e fazemos, ao
participante de numero /, a seguinte pergunta:

Quem é o participante de numero / + 1? (Segundo as
regras temos de perguntar: “O participante de numero
i+ 1 € matematico?”)

2 Comegamos com o primeiro. Se a resposta dele for SIM
continuamos com o segundo, e assim por diante, até
chegarmos a primeira resposta NAO.

Vamos supor esta primeira resposta NAO foi dada a
pergunta feita ao aluno de nimero N.



Solucao

Observem que todos matematicos com numeros de 1 a N
responderam que o seu vizinho a direita € matematico.

Removemos da fila os participantes de numeros N e

N + 1, e perguntamos ao numero N — 1 quem €& seu novo
vizinho a direita.

O procedimento continua como acima: obtendo resposta
do numero T que o vizinho a direita é semi-matematico,
removemos os dois da fila e continuamos, até chegarmos
ao final da fila.

Obteremos assim uma fila onde cada um dos participantes
declarou que seu vizinho a direita € matematico.

Os demais participantes foram divididos em pares, e em
cada par um dos alunos declarou que o outro €
semi-matematico.



Solucao Il

7 Em cada um desses pares pelo menos um dos
participantes é semi-matematico (pode ser os dois): se 0s
dois sdo matematicos, nao teriamos removido o par da fila.

8 Segue que a quantidade de matematicos retirados da fila
nado pode ser maior que a dos semi-matematicos.
Logo na fila que sobrou temos mais matematicos do que
semi-matematicos.

9 Isso implica que temos pelo menos um matematico na fila
que sobrou.
Mas tendo um matematico, em alguma posicao, a direita
dele também temos matematico, e assim por diante até o
final da fila.



Solucao IV

10 Em particular, o ULTIMO da fila ¢ matematico.
Ainda, se na fila temos pelo menos dois alunos, os Ultimos
dois sdo matematicos.

11 Tudo isso foi feito com no maximo k — 1 perguntas.

12 Se na fila que sobrou temos mais de 1 aluno, sabemos
que os ultimos dois sdo matematicos. Perguntamos o
ultimo sobre os primeiros k — 2 e teremos no total
<k—-1+k—2=2k — 3 perguntas.

13 Se na fila sobrou apenas um aluno, ele é matematico.

Em cada par removido, pelo menos um dos participantes é
semi-matematico.

Mas como temos mais matematicos do que
semi-matematicos, em cada par removido temos
exatamente um matematico e um semi-matematico.



Solucao V

14 Perguntando o aluno que sobrou na fila sobre UM
participante de cada par, saberemos quem € quem.

15 Neste segundo caso faremos k — 1 + (k — 1)/2 perguntas
(o numero k é impar).
Logo faremos (3k — 3)/2 perguntas neste caso.



