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1. WARM-UP

Problema 1.1. Encontre o resto de 52019 + 191986

quando dividido por 9.

Problema 1.2. Mostre que nao existe inteiro x
tal que 103 | x° - 2.

Problema 1.3 (OBM 1991). Demonstre que exis-
tem infinitos multiplos de 1991 que sao da forma
19999...99991.

Problema 1.4. Prove que para todo a inteiro, te-

mos a®®' = a (mod 561).[]

Problema 1.5 (AIME 1992). Encontre a soma
de todos os niimeros racionais, menores que
10, cujo denominador é 30 quando escritos de

forma irredutivel.

Problema 1.6 (AIME 2012). Para um inteiro
positivo p, dizemos que n € N é p—seguro,
se n difere, em valor absoluto, por mais de
2 de todos os multiplos de p. Por exem-
plo. o conjunto dos nimeros 10—seguros
é {3,4,5,6,7,13,14,15,16,17,23,...}.

quantos sao os inteiros positivos menores que

Encontre

N

ou iguais a 10000 que sdo simultaneamente

7—seguros, 11-seguros e 13—seguros.

Problema 1.7 (Estonia 2000). Prove que ndo é
possivel dividir qualquer conjunto de 18 inteiros
consecutivos em dois conjuntos disjuntos A e B
tais que o produto dos elementos de A seja igual

ao produto dos elementos de B.

Problema 1.8. Mostre que, se p é um primo im-
par, entdo para todo inteiro positivo n < p, te-

mos
(n—-D(p-n)!=(-1D" (mod p).

Problema 1.9 (Aus-Pol 1996). Mostre que nao
existem inteiros ndo negativos k e m tais que
k!+48=48-(k+1)™.

Problema 1.10 (IMO 2005). Considere a

sequéncia a,, ay, ..., dada por
an=2"+3"+6"-1, n=1.

Determine todos os inteiros positivos que sdo

coprimos com todos os termos da sequéncia.

Problema 1.11 (USAMO 2008/1). Mostre
que, para cada n inteiro positivo, existem
ko, k1,..., k, inteiros positivos maiores que 1,
dois-a-dois coprimos, tais que kok;:--k,—1 é

o produto de dois inteiros consecutivos.

INtmeros compostos que satisfazem o Pequeno Teorema de Fermat, tais como o 561, sdo conhecidos como niimeros
de Carmichael. Na realidade, existem infinitos nimeros de Carmichael e 561 é o menor deles.
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2. PROBLEMAS PROPOSTOS

Problema 2.1. Encontre os trés tltimos digitos
de 4012,

Problema 2.2. Prove que se a e b sdo intei-
ros quaisquer e p € um numero primo, entao
(a+b)P =a” +bP (mod p).

Problema 2.3 (IMO 1991). Seja n > 6 um inteiro
e sejam a,, a, ..., ay todos os inteiros positivos,

menores que 1, COprimos com 7. Se
a)—ay=dad3—ay=---=ay—ay_1 >0,

mostre que n tem que ser um primo ou uma po-

téncia de 2.

Problema 2.4. Prove que para todo inteiro posi-

tivo n, n #2 e n # 6, temos

¢(n) = v/n.

Problema 2.5. Mostre que existem infinitos in-

teiros positivos n tais que

=2
(/)11—3.

Problema 2.6 (Coreia 1998). Para um inteiro po-
sitivo n, seja ¥ (n) a quantidade de primos que
divide n. Mostre que se ¢(n) divide n—1ew(n) <

3, entdo n € primo.

Problema 2.7 (Mandelbrot 1994). Quatrocentas
pessoas estdao de pé em um circulo. Vocé marca
uma pessoa, entdo pula k pessoas, e marca ou-
tra, pula k, e assim por diante, continuando até
que vocé marque uma pessoa pela segunda vez.
Para quantos valores positivos de k, menores
que 400, todas as pessoas do circulo serdao mar-

cadas pelo menos uma vez?

Problema 2.8 (Roménia 1997). Seja a > 1 umin-

teiro. Mostre que o conjunto
S= {a2+a—1,a3+a2—1,a4+a3—1,...},

contém um subconjunto infinito cujos elemen-

tos sdo dois a dois coprimos.

Problema 2.9. (india 2010) Existe algum nu-
mero n divisivel por 103 tal que 22"*! = 2

(mod n)?

Problema 2.10. (ISL 2005) Sejam a, b inteiros
positivos tais que b" + n divide a” + n para todo

inteiro positivo n. Prove que a = b.

Problema 2.11. (India 2001) Seja p > 3 um nu-
mero primo. Para cada k € {1,2,..., p — 1}, defina
X} como o Unico inteiro no conjunto {1,..., p—1}
tal que kxx =1 (mod p) e seja kxy = 1+ png.
Prove que:

p-1 -1
Z kny = 5 (mod p).
k=1

Problema 2.12. Seja n um inteiro positivo. Cal-

cule mdc(n!'+1,(n+1))).

Problema 2.13. Prove que a sequéncia A(n) =
n'?> — n! + 1 contém infinitos niimeros compos-

tos.

Problema 2.14. Prove que, para todo inteiro po-
sitivo n, existe uma sequéncia de n inteiros po-

sitivos todos livres de quadrados.

Problema 2.15. (Sierpinski) Prove que existe um
inteiro positivo k tal que os numeros da forma

k-2" +1 sao todos compostos paran=1,2,3,....

Problema 2.16. (IMO 1989) Prove que para todo
inteiro positivo n, existe um conjunto de n intei-
ros positivos consecutivos tais que nenhum de-

les é uma poténcia de primo.



Problema 2.17. Encontre todos os niumeros pri-

mos p tais que 5P° +1 é divisivel por p.

Problema 2.18. . (1) Seja a um inteiro positivo.
Mostre que qualquer fator primo maior que 2 de
a’?+1édaforma4m+1.

(2) Prove que existem infinitos primos da

formadm+1.

Problema 2.19. Mostre que, para todo primo

p > 5, o namero

é divisivel por p.

Problema 2.20 (OCM 2007). Ache todos os pri-
mos p, g tais que p? + g7+ 1 é multiplo de pq.

Problema 2.21. Mostre que, se p é um primo
congruente a 3 médulo 4, entdo nao existe a tal
que

a’*=-1 (mod p).

Problema 2.22. Mostre que dado qualquer p
primo, p?*! + (p + 1)P ndo é um quadrado per-

feito.

Problema 2.23 (Ucrania 1997). Encontre o me-
nor inteiro n tal que, entre quaisquer 7 inteiros,
permitindo repeticao, existem 18 inteiros cuja

soma € divisivel por 18.

Problema 2.24 (Bulgaria 1995). Encontre a

5

quantidade de inteiros 7 > 1 para os quais a>*—a

é divisivel por n, para qualquer inteiro a.

Problema 2.25 (IMO 1963). .

(a) Encontre todos os n inteiros positivos tais
que 7 divide 2" — 1.

(b) Mostre que para todo n inteiro positivo, o

namero 2" + 1 ndo é divisivel por 7.

Problema 2.26. Mostre que para todo p primo e

todo 0 <k < p-1, temos

p-1\_ &
( i )_( D* (mod p).

Problema 2.27. Encontre todos os inteiros posi-

tivos a e n tais que a" = (a—1)! + 1.

Problema 2.28 (Irlanda 1996). Para cada n in-
teiro positivo, encontre o méximo divisor co-

mum entre n!+1e (n+ 1)

Problema 2.29 (Seletiva da IMO - Roménia
1986). Seja p = 3 um primo e seja 0 uma permu-
tacdo de {1,2,..., p — 1}. Prove que existem i # j

taisque p | io (i) — jo(j).

Problema 2.30. Seja p um primo impar. Mostre

que

12-32--~(p—2)2 = (—l)pT“ (mod p)

22.4%...(p-1)?= D% (mod p).

Problema 2.31. Mostre que a sequéncia a, =
(nY)? - n!'+ 1 contém infinitos nlimeros compos-

tos.

Problema 2.32. Prove que, se p é um primo
impar, entdo o resto da divisdao de (p — 1)! por

pp—-1)ép-1.

Problema 2.33. Seja N = 1234567...4344 o nu-
mero de 79 digitos, obtido escrevendo os intei-
ros de 1 até 44 concatenados. Qual € o resto que

N deixa quando dividido por 45?

Problema 2.34 (IMO 1989). Mostre que, para
todo 7 inteiro positivo, existem 7 inteiros positi-
vos consecutivos, nenhum dos quais é poténcia

de primo.



Problema 2.35. Mostre que, dados k e n nu-
meros naturais, € possivel encontrar k nimeros
consecutivos, cada um dos quais tem pelo me-

nos n divisores primos distintos.

Problema 2.36 (Olimpiada de Maio 2013). E
possivel escrever 100 nimeros impares numa
fila de tal forma que a soma de cada 5 adja-
centes seja um quadrado perfeito e que a soma
de cada 9 niimeros adjacentes também seja um

quadrado perfeito?

Problema 2.37 (IMO 2009). Seja n um inteiro
positivo e sejam ay, ap, ..., ax, com k = 2, intei-
ros distintos do conjunto {1,2,...,n} tais que n
divide a;(a;j+; —1) parai =1,2,...,k—1. Prove

que n nao divide ai(a; — 1).

Problema 2.38 (IMO 2003). Seja p um primo
impar. Mostre que existe um primo g tal que,
para todo n, o nimero n” — p ndo é divisivel por
qg.

Problema 2.39. Um inteiro positivo n é cha-
mado de auto-replicante se os ultimos digitos de
n? formam o ndamero n. Por exemplo, 25 é auto-
replicante pois 25? = 625. Determine todos os
numeros auto-replicantes com exatamente 4 di-

gitos.

Problema 2.40 (OBM 2017). Demonstre que,
para todo n inteiro positivo, existem inteiros po-
sitivos a e b, sem fatores primos em comum, de
modo que a? +2017b? possui mais de n fatores

primos distintos.
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