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1 Introducao

Definicao 1.1. Dada uma sequéncia (ax)y._, sua fungao geratriz F(x) é definida como a série de poténcias

o0
F(x) = Zakxk =ao+arx+ax?+azx+---.
k=0

Nossa preferéncia é seguir a tendéncia dos textos mais modernos e considerar a série acima como série
formal, ou seja, considerando x uma indeterminada (varidvel livre) e sem preocupagoes com convergéncia.
As operagoes algébricas com séries formais podem ser definidas de maneira similar ao que se faz com
polinémios. O aluno interessado pode aprender mais sobre o tema, por exemplo, no seguinte artigo:

https://www.maa.org/sites/default/files/pdf/upload_library/22/Ford/IvanNiven.pdf
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Em nosso estudo, os termos da sequéncia (ay)y_, serdo niimeros reais (ou complexos), mas o conceito pode
ser naturalmente ampliado para outros conjuntos.

FuncoGes geratrizes sao uma ferramenta extraordinaria para resolugdo de problemas em diversas dreas da
Matematica. O conceito é algébrico (série formal), mas pode facilmente tornar-se analitico (considerando x
um ndmero real ou complexo e a série como limite de uma soma) e surge no estudo de fenémenos discretos
(problemas de contagem, probabilidade, recorréncias, etc). Os limites para sua utilidade parecem estar
definidos apenas pela criatividade do matematico.

O seguinte paragrafo, extraido do livro “Concrete Mathematics”, resume brilhantemente a importancia desta
ferramenta:

“Uma funcao geratriz é 1itil porque é um tnico objeto que representa integralmente uma sequéncia
infinita. Muitas vezes podemos resolver problemas considerando uma ou mais funcoes geratrizes,
depois mexendo, brincando com essas fungoes até que saibamos bastante sobre elas, e finalmente
olhando de novo para os coeficientes. Com um pouquinho de sorte, saberemos o suficiente sobre
a funcao para entender o que precisamos saber sobre os seus coeficientes.”

2 Algumas Séries de Poténcias Uteis

2.1 Série Geométrica




2.2 Binomio de Newton Generalizado
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Aqui, r pode ser qualquer nimero real, bastando definir K como R A demonstracao é uma

aplicacao direta do teorema de Taylor.

2.3 Exponencial
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2.4 Um exemplo: Fibonacci (de novo!)

Vamos deduzir outra vez a férmula para o termo geral da sequéncia de Fibonacci, definida por
Fo=0,F =1eF, =F, 1+ Fh2 (paran < 2), agora utilizando funcoes geratrizes. O lado
esquerdo da equacao de recorréncia ja é o coeficiente do termo de grau n da funcédo geratriz F(x)
da sequéncia, logo o primeiro passo para descobrir algo sobre F(x) é multiplicar a equacao por
x™:

Fax™ = Fu_1x™ + F_ox™.

O préximo passo é somar em n para obter F(x) do lado esquerdo, e algo parecido do lado direito,
apdés manipularmos os expoentes de x. Mas hd uma dificuldade: a equacao é valida apenas a
partir de n = 2, por isso temos que ser cuidadosos:

F(x)—Fix—Fo= ) Fnx" =) Fogx"+ > Fpox" =

n>2 n>2 n>2

=x Z Fooix™ ' %2 Z Frao2x™ % =x(F(x) — Fo) + x*F(x).

n>2 n>2
Substituindo os valores de Fy e F1 e resolvendo a equagao em F(x) obtemos

X
Fix) = — .
(x) 1 —x—x?

Esta expressao guarda toda a informagao sobre a sequéncia de Fibonacci, agora sé precisamos

extrai-la; ou seja, precisamos expandir em série de poténcias. A forma mais eficiente

1 —x—x2
de fazé-lo é fatorar o denominador em fatores do primeiro grau da forma (1 — qx), separar em

fragoes parciais e entao utilizar a formula da série geométrica. Para isso calculamos os inversos

das rafzes do polindmio 1 —x — x?, que sdo as raizes de x> —x —1: @ = % ep = %
Obtemos
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Assim, F,, = L (™ —o")
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3 Problemas

1. Para cada inteiro positivo n > 4, determine o numero de maneiras diferentes de dividir
um poligono convexo de n lados em triangulos, tragcando apenas diagonais que nao se
intersectem no interior do poligono. As figuras a seguir resolvem o problema para n €

{4,5,6}.

(b)y n=>5

(c)n=6

2. Resolva as seguintes equagoes de recorréncia usando funcoes geratrizes.
(a) xo=2,%x1 =7,€Xn41 =7Xn — 12Xn_1, paran > 1;
(b) ap =0, a1 =1, e ant1 =5an —6an_1, paran > 1;
(¢) bo=—1,b; =5, e b1 =5b,, —6by_1+ 1, paran>1;
(d) co=3,¢c1=2,ecni1 =5¢n —6Cn_1 + M, paran > 1;
(e) up=1luy=2,uy=1leu, =un_7 +4u,_» —4u,_3, paran > 3.
3. Calcule as somas a seguir usando fungoes geratrizes.
(a) 1+24+3+---+n
(b) 12422432+ +n?
() P+22+3+...+n’
(d) Ypgkd T TR k(=X 2 e Y] k3K
(e) Y noy (K* =5k +6) 3%
4. Calcule Y |_, FxFn_k. ((Fx) representa a sequéncia de Fibonacci).

5. Caleule Y7o (—1)% ()%,
6. Let n be a positive integer. Compute the number of words w (finite sequences of letters)
that satisfy all the following three properties:
(1) w consists of n letters, all of them are from the alphabet {a, b, c, d};
(2) w contains an even number of letters a;
(3) w contains an even number of letters b.
(

For example, for n = 2 there are 6 such words: aa,bb,cc,dd,cd and dc.)
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. Para cada subconjunto A de I, ={1,2,...,n}, seja p(A) o produto de seus elementos. Por

convengao, adotamos p(f)) = 1. Calcule > Act, P(A).

. Resolva a recorréncia go = 1, gn = gn—1 +2gn—2 + - - -ngo (para n > 0).

Prove que
= /n
Z <k) ank = FZTL-
k=0
((F) representa a sequéncia de Fibonacci).
Seja n um inteiro positivo. Encontre o nimero de polinémios com coeficientes em {0, 1, 2, 3}
tais que P(2) = n.
2 _
Dado o natural n, calcule Y (kk) (M (=1)k27%

Seja p um primo fmpar. Quantos subconjuntos com p elementos de {1,2,...,2p} tém soma
dos elementos multipla de p?

Sir Alex plays the following game on a row of 9 cells. Initially, all cells are empty. In each
move, Sir Alex is allowed to perform exactly one of the following two operations:

(1) Choose any number of the form 2, where j is a non-negative integer, and put it into an
empty cell.

(2) Choose two (not necessarily adjacent) cells with the same number in them; denote that
number by 2). Replace the number in one of the cells with 27*! and erase the number in
the other cell.

At the end of the game, one cell contains the number 2™, where n is a given positive integer,
while the other cells are empty. Determine the maximum number of moves that Sir Alex
could have made, in terms of n.

Seja p > 3 um ntmero primo. Para cada subconjunto T C {0,1,2,3,...,p — 1}, T # 0, seja
E(T) o conjunto de todas as (p — 1)-uplas (x1,%X2,...,Xp—1) tais que cada x; pertence a T
exy+2x2 + -+ (p — 1)xp_1 é divisivel por p. Prove que [E({0,T,3})| > [E({0, 1,2})], com
igualdade se, e somente se, p = 5.

Define the sequence ap, aj,... of numbers by the following recurrence:
a=1 a =2, (n+3)an2=06GN+9any1 —na, forn>0.

Prove that all terms of this sequence are integers.



