Uma rapida introducao a Analise Real

Prof. George Lucas

- Sequéncias e Séries

Definigdo (o famoso Limite): Dada uma sequéncia de nimeros reais (a,, a,, as, ...), dizemos que
L = lim a,, se para qualquer € > 0 existe um inteiro positivo N (¢€) tal que para todon > N(e€)
temos que |a,, — L| < €.

Vejamos alguns exemplos:

. A . (1 1 1 1 . . .
Se tivermos a sequéncia (I’ >3 ) veja que 0 seria o limite, uma vez que para qualquer
. A . . . ;. , 1 1 1
distancia € > 0 que escolhamos, a partir de um momento sua trajetéria sera rrindrrrrinderevied

. S 1 o e .
onde M é um inteiro tal que o < € e portanto todos os pontos da trajetdria a partir dai ficardo a

A . . . 1
uma distancia menor que € do 0 . Assim, dizemos que lim ~= 0.

Observe nessa situagdo que a sequéncia, apesar de ser aproximar muito do 0, ela nunca o alcancgara.
Assim, o limite de uma sequéncia ndo precisa ser um termo da sequéncia.

Um exemplo um pouco diferente é a sequéncia (m, , m, m, ...) cujo limite é exatamente T,
escrevemos entdo limn = .

Jdasequéncia (1, —1, 1, —1, ...) ndo admite limite.

N 1 - 1 ,
E se a sequéncia for dada por a,, = — ~senéimpare a, = -5 senépar,o gafanhoto consegue um

abrigo? (Pense sobre!)

Bem, aposto que quando estavamos definindo limite acima, muitos de vocés devem ter se
perguntado: “uma sequéncia pode admitir dois ou mais limites?” Bem, a resposta é NAO. Vamos
provar isso!

Suponha que L, e L, sejam limites da sequéncia, sem perda de generalidade L; > L,. Tome entdo
Li—L,

€= . Isso significa que a partir de um momento o gafanhoto ira se encontrar num ponto x da

sequéncia tal que |x — L;| < e e |x — L,| < €, mas pela desigualdade triangular:
2¢ > |x — Ly| + |L, — x| = |L, — L;| = 3¢, uma contradicdo.
Desigualdade triangular: Dados reais quaisquer x, y temos que |x| — |y]| < |x + y| < |x]| + |y|
Assim, caso o limite de uma sequéncia exista, esse limite é Unico!

Quando uma sequéncia admite limite chamamos essa sequéncia de convergente. Caso uma
sequéncia ndo seja convergente, a chamamos de divergente.



Definigdo: Dada uma sequéncia de nimeros reais infinita (a;, a,, ...), definimos uma subsequéncia
dela, uma sequéncia infinita da forma (ajl, aj,, Qj,, ) onde 1 < j; <j, <jz < -+ sdo ndmeros
inteiros.

Exemplos:
(1,3,5,7,...) é uma subsequéncia de (1,2,3,4,5,6,7, ...);
(-1,-1,-1,...) é uma subsequénciade (1,—-1,1,-1, ...);
(-1, 2, —3, 4, ...) éuma subsequéncia de (—\/T, V2, —+/3,V4, —/5, ),
Mas (6,4,2,8,10,12,14,16,18,20, ...) ndo é subsequéncia de (1,2,3,4,5,6, ...)
Nem (V6, V6, V6, ...) é subsequéncia de (v2, V4, V6, V8, V10, V12, ...).

Teorema 1: Seja {a, },,=1 uma sequéncia convergente de nimeros reais e seja L = lim  a,. Seja

{anj}j>1 uma subsequéncia de {a, },;>1. Entdo lim an; = L.

Prova: Indutivamente obtemos n; = j, além disso, dado € > 0 existe N (€) tal que para todo j >

N(¢€) temos |aj — L| < €, e assim, An; — L| < €, como queriamos.

Definigdo: Dizemos que uma sequéncia {a, },=1 € limitada superiormente se existe um nimero real
M tal que a,, < M para todo inteiro positivo n . De maneira analoga, dizemos que {a, },>1 €
limitada inferiormente se existe um numero real m tal que a,, = m para todo inteiro positivo n .

Se uma sequéncia dor simultaneamente limitada superiormente e inferiormente dizemos
simplesmente que ela é limitada. Note que isso implica a existéncia de um nimero real T tal que
|a,| < T para todo inteiro positivo n, pois basta tomar T = max{|m|, |M|}.

Exemplos:

A sequéncia (—3,—2,—1,0,1,2,3,4,5, ...) é limitada inferiormente, mas n3o é limitada, uma vez que
ndo é limitada superiormente.

A - . 1 L. e
A sequéncia {a, },>1 definida pora,, = —nsenéparea, = —seneéimparé limitada
superiormente, mas nao é limitada.

n

) } é limitada.
n=z1

A sequéncia {(

Bem, tais M e m da definicdo acima sdo chamados cota superior e cota inferior, respectivamente.
Ora, mas é claro que se M é uma cota superior, M + 1 também é, e se m é uma cota inferior, m —
1 também é. E ai vamos para mais uma definicao!



Definigdo (o supremo e o infimo): Se {a, },=1 € uma sequéncia limitada superiormente, chamamos
de sup{a,} a menor das cotas superiores. Analogamente, se é limitada inferiormente, chamamos de
inf{a,, } a maior das cotas inferiores.

Teorema 2: Se {a, },,>1€ uma sequéncia limitada superiormente, entdo existe um inteiro positivo n,

tal que a,, =sup  {a,} ou ela admite uma subsequéncia {an].}‘

convergente com lima,, =
j=z1 J

sup{a,}.
Interessante, ndo? Vejamos a prova disso.

Prova: Suponha que a,, < sup  {a,} para todo inteiro positivo n e seja M = supf{a, }. Tome n; =
1 e indutivamente, dado n;, escolha n;,; > n; como o menor inteiro k tal que a; = Ap -

Por que tal k existe? Ora, se tal k ndo existisse, entdo a,, < p; para todow > n;, e assim,
sup{a,} = max {al, az, ..., anj} < M, uma contradigdo. Assim, construimos uma subsequéncia

crescente {an].} .
j=1

Observe que, indutivamente, apn; = mMax {al, a, .., an}.}.

Logo, como M é a menor das cotas superiores, sempre vao existir termos da sequéncia
suficientemente préximos de M , isto é, dado € > 0, existe fital que M — € < az < M. Assim

tomando n; > fi obtemos M — € < a; < An; < M, isto é, |anj_M| < € para todo j a partir de um

ponto. Portanto lim An; = M, como queriamos.

Teorema 2’: Se {a,, },,>1€ uma sequéncia limitada inferiormente, entdo existe um inteiro positivo n,

tal que a, = inf{a,,} ou ela admite uma subsequéncia {anj}]_>1 convergente com lim An; =
inf{a, }.

Prova: Aplique o teorema anterior na sequéncia {—a, }ns1.

Corolario: Seja {a, },,>1 uma sequéncia crescente (ou decrescente) e limitada, entdo tal sequéncia
converge.

Prova: Seja M = sup{a, } caso seja crescente (no outro caso tome o infimo). Se existe n, com An, =
M entdo a,, = M paratodo n = ng e assimlima,, = M. Se ndo, a subsequéncia que construimos na
prova do teorema passado é exatamente a sequéncia {a, };>1-

Além disso, temos um outro teorema nessa vibe:

Teorema de Bolzano-Weierstrass: Seja {a, },; uma sequéncia limitada. Entdo tal sequéncia possui
uma subsequéncia convergente.

Prova: A ideia é bem fofinha! Seja M;, = sup{a,},k. Se existe algum k tal que a,, < M}, para todo
n = k, entdo pelo teorema 2, {a, },,x admite subsequéncia convergente.



Suponha agora que para todo k > 1 existe n, = k tal que ap, = M.

Bem, como {M, };.»; € decrescente e limitada, ela é convergente, pelo corolario acima. Seja L =
lim Mk'

Considere veja que se existe uma sequéncia {Mkj} talque ky < ky < kg <--em, <my, <
jz1

ng, < - entdo tal sequéncia é subsequéncia de {M;} o que nos garante que ela é convergente, e é

uma subsequéncia de {a,} pois {Mk].} = {ankj}.

Mas isso € facil. Construa indutivamente! k; = 1 e dados ky < k, < -+ < k; tome kj,, >

max {kj’ nkj} pois assim ny, = ki > N

Defini¢do: Dizemos que uma sequéncia {x,} € uma sequéncia de Cauchy quando para todo € >
0 existe N(¢) tal que paratodom, n = N(€) temos |x,,, — x| < €.

E claro que toda sequéncia convergente é de Cauchy, pois sendo L = lim x,,, entdo dado € >
0 existe N (g) satisfazendon = N (g) - |x,—L| < % Dai, param,n = N G) = Xy — xp| <

[tm = LI+ L= xy| < +> =€

Por outro lado, mostremos que toda sequéncia real de Cauchy é convergente.

Teorema 3: Toda sequéncia real de Cauchy é convergente.

Prova: Tomando € = 1 obtemos que existe t tal que para todo m,n = t temos que |x,,, — x,,| < 1,
em particular, x; — 1 < x, < x; + 1 paratodon =t o que nos da {x, },,»+ é limitado e portanto
possui uma subsequéncia convergente pelo teorema de Bolzano-Weierstrass. Seja {xhi}i21 tal
subsequéncia convergente, com hy < h, < hz <-:-.Seja L = lim xp,,. Bem, sabemos que dado € >
0 existe N (g) talque parai = N (g) - |xhl. - L| < g, além disso, existe M (2) talquem,n =

M (5) - |x, — x| < = Finalmente, tomandon > M (E)obtemos:
2 2

Escolha i tal que i > NG) h; = M(g)eassim: lx, — L] < |xn —xhi| + |xhi - L| <§+§ =F¢€,0

que nosdalimx, = L.

Observacdo ao aluno curioso: Ué, nos parece meio desnecessario nomear sequéncia de Cauchy e
sequéncia convergente os mesmos tipos de sequéncia, né? Bem, vamos esclarecer um pouco isso...

Esse teorema nao vale para todos os conjuntos munidos de uma métrica. Por exemplo, imagine o
conjunto dos numeros racionais. Agora tome uma sequéncia de racionais que converge para V2nos
reais, por exemplo considerando a representa¢ao decimal de V2 = 1,4142135623731 ... e construa
asequénciax; =1,4; x, = 1,41; x3 = 1,414; x, = 1,4142; x5 = 1,41421; ...entdo temos que

|xn - \/§| < 107™ e em particular, {x, },>1 é de Cauchy tanto nos reais quanto nos racionais.
Entretanto, {x,},=1 N30 converge nos racionais, apesar de ser de Cauchy.



Dizemos que um conjunto munido de uma métrica é completo se toda sequéncia de Cauchy
converge.

Veja que R é completo, mas Q nao é.

Definigdo (Limites infinitos): Dizemos que uma sequéncia {t, },»; satisfaz limt,, = co quando para
todo nimero real M temos que t,, > M para todon = N(M), sendo N (M) um inteiro.

Analogamente, dizemos que lim t,, = —oo quando para todo nimero real m temos que t,, < m para
todon = N(m), sendo N(m) um inteiro.

Exemplos: lim —n = —oo elim 12 + 22 + --- + n? = o, apesar de ambas as sequéncias serem
divergentes. Enquanto que a sequéncia divergente {(—1)"n},;so NAO satisfaz lim(—1)"n = o
NEM lim(—1)"n = —oo.

Defini¢do: Dada uma sequéncia {a, },>, definimos a série };7_; aj por Yi=1 ax = lim };}_; a,caso
esse limite exista, chamando-a assim de série convergente. Caso o limite lim }.}_, a; n3o exista,
dizemos que a série ),;—; a, é divergente.

Definigdo: Chamamos uma série ).;_; a; de absolutamente convergente se a série Y.;—;|a;| é
convergente.

Bem, é claro que a sequéncia {s,, },»1 dada por s,, = X.';=1lax| é crescente e, caso seja limitada, pelo
corolario do teorema 2, obtemos que a mesma é convergente. Assim, para qualquer sequéncia {a,}
ou )i°-,|ax| é convergente ou lim )}}}_;|ay| = oo e portanto escrevemos )i, |a;| = o

Se uma série convergente ndo é absolutamente convergente, dizemos que ela é condicionalmente
convergente.

Teorema 4: Toda série absolutamente convergente é convergente.

Prova: Definap, =a,, g, =0sea, =20ep, =0, q, = —a, sea, <0.Dai, |a,| =p, +q, €
An = Pn — qn-Seja S = Yg-qlagl. Assim, S = Y_qlay| = Xik=1 k- Assim, como a sequéncia
{X k=1 DPirln=1 € crescente e limitada, entdo é convergente. Analogamente, {37-1 qxtns1 €
convergente. Assim, {J7_1 Px — Dh=19k = D=1 Ak tn=1 € CcOnvergente (exercicio 1). E portanto a
série Y.y—; ai € convergente.

Exercicios

1. Sejam {x;}n>1 € {¥nln=1 sequéncias convergentes com a = limx,, e b = lim y,,.
(@) Seja k um numero real. Prove que lim k x,, = ka
(b) Prove quelimx, +y,=a+b
(c) Prove quelimx, y, = ab
(d) Seb # 0, prove que lim ;— =

n

[~



2. Demonstre as afirmacgdes abaixo:
(a) Selimx, = e {y,}¢é limitada inferiormente, entdo lim(x,, + y,) = .
(b) Selimx, = oo e existe ¢ > 0 tal que y,, > c paratodon € N, entdo lim(x,y,) = ©
(c) Sex, >c>0ey, >0paratodon € Nelimy, = 0entdolim I = oo,

Yn

(d) Se {x,}é limitada e lim y,, = o ent&o lim In = .

Yn

3. Dadas as sequéncias {x,} e {y,}, defina {z,} pondo z,,_; = x,, € Z,, = V. Suponha que
lim x,, = limy,, = a, prove que lim z,, = a.

4. Um ndmero real a é chamado valor de aderéncia da sequéncia {x,} quando {x, } admite uma
subsequéncia convergente cujo limite é a .

(a) E claro pelo teorema 1 que se uma sequéncia é convergente ela possui um Unico valor de
aderéncia. E verdade que se uma sequéncia possui um Unico valor de aderéncia ela é convergente?

(b) Existe uma sequéncia {y,,} cujo conjunto dos valores de aderéncia é N ?

(c) Existe uma sequéncia {z,} cujo conjuntos dos valores de aderéncia seja [0,1]?

5. Sejam a e b reais positivos, defina indutivamente as sequéncias {x,, }n>1, {(¥ntns1 pondo x; =

+
xnzyn- Prove que {x, }n>1, {Yn}nzl

a+b
vab ,y; = 2 ,eparan = 1: X, =\ XnVn) Yne1 =

convergem e lim x,, = lim y,,.

6. Resolva os itens abaixo:

(a) (Teorema do confronto) Sejam {x,,}, {y}, {2z, }trés sequéncias com x,, < vy, < z, paratodon €
N tais que lim x,, = lim z,, = L, entdo existe limy, elimy,, = L.

(b) Sejam {x,,}, {yn}, {z,} trés sequéncias com x,, <y, < z, paratodo n € N tais que lim x,, <
lim z,,, é necessariamente verdade que lim y,, existe?

7.Sejaa > 0 e {x,},»; uma sequéncia definida por x; = Vaeparan > 1, x,,1; = /a + x,.
{xn}ns1 converge? Se sim, qual seu limite?

8. Seja {F, },;>1 a sequéncia de Fibonaccidadapor F; = F, = leparan>1, F,,, = F,.1 + E,.
Fn

Existe lim ? Se sim, calcule-o.

n+1

10. Prove que lim Y/n! = co.



11.Se limx,, = a € R e {t,} uma sequéncia de reais positivos tais que limt; + t, + - + t,, = +oo.

. t1X1+EpX o+t EpX
Prove que lim 122 MR = q
tr+pttty

12. Resolva os itens abaixo:
1, ..
(a) Prove que Z;‘{Ll; é divergente.
. . 1,
(b) Determine todos os p > 0 tais que Z;‘{;lﬁ é convergente.

(c) Sejam d(n) e o(n) a quantidade de divisores positivos e a soma dos divisores positivos de 1,

i e S0 CDTMam) di ,
respectivamente. A série anl oz € convergente ou divergenter

(d) Asérie Yoy é convergente ou divergente?

(GOl
n

13. Seja X.p—; A, Uma série convergente, e seja L = Y00, a,.

(a) Suponha que )5, a, é absolutamente convergente. Prove que para qualquer permutagdo
0:N - N, onde N denota o conjunto dos inteiros positivos, temos que Y.7°_; as() é convergente e

L=%7 Ag(n)-
(b) Suponha que Y;7_; a,, é condicionalmente convergente. Prove que dado qualquer H € R existe
permutacdo 0: N —» Ntalque H = Y07, Ag(n)- Prove ainda que existem permutagbes 7: N — N tais

que Yp-1 An(n) diverge.

14. Seja {a, }n=1uma sequéncia decrescente tal que lim  a, = 0. Prove que Y., (—1)"a, é
convergente.

- Conjuntos e Fun¢des

Definigao: Dizemos que um conjunto X é limitado inferiormente se existe real m tal que para todo
x € X - x = m . Nesse caso, m é chamado cota inferior de X . Chamamos a maior das cotas
inferiores de inf X. Analogamente, dizemos que um conjunto X é limitado superiormente se existe
real M tal que paratodox € X - x < M . Nesse caso, M é chamado cota superior de X . Chamamos
a menor das cotas superiores de sup X.

Dizemos que um conjunto é limitado quando ele é limitado superiormente e inferiormente.

Teorema 5: Se X é limitado superiormente, entdo existe uma sequéncia {a, },s; tal que a,, € X para
todonelima, = supX.

Prova: Ora, se sup X € X, tome a sequéncia constante a,, = sup X. Suponha entdo sup X ndo é um

~ . 1
elemento de X . Entdo sabemos que existe um elemento a,, € X tal que a,, > sup X — —» Pois se isso



N 1 .
fosse falso paraalgumn,entdox € X - x <sup X — ~para tal n, o que nos daria uma cota

. - , 1
superior de X menor do que sup X, uma contradigdo. Dai, podemos escolher a,, tal que sup X — ~<

a, < sup X. Pelo teorema do confronto (exercicio 6), lim a,, = sup X.

Teorema 5’: Se X ¢é limitado inferiormente, entdo existe uma sequéncia {a, },>1tal que a, € X e
lima,, = infX.

Prova: Andloga a prova do teorema 5.

Definigdo: Dizemos que um conjunto X é aberto se para todo x € X existe €(x) > 0 tal que
[x — €, x + €] € X. Dizemos que um conjunto Y é fechado se para toda sequéncia convergente
{a, }n=1 de elementos de Y temos que lima, €Y.

Exemplos:
0 conjunto (0,1) é aberto, enquanto que o conjunto [e, ] U Z é fechado.

Observe que o conjunto [2,3) ndo é nem aberto nem fechado, enquanto que R e ¢ (conjunto vazio),
sdo ambos abertos e fechados.

Um fato interessante e que encorajamos o aluno a provar é: “Os Unicos conjuntos que sdo
simultaneamente abertos e fechados sdo R e ¢ “ (exercicio 25).

Definigao: Dizemos que um ponto a é um ponto de acumulagdo de um conjunto X se existe uma
sequéncia {a, }nso de pontos em X — {a} tal que lim a,, = a. Denotaremos por X’ o conjunto dos
pontos de acumulacdo de X .

Exemplos:
SeX =(1,2) » X' =[1,2]
SeX=Z-X=¢
1 '
Se X = {;:ne N}—>X = {0}
Dizemos que um ponto b € X — X' é um ponto isolado de X .

Observe que x é um ponto isolado de X se, e somente se, existe € > 0 talque [x — €, x + €] N
X = {x}.

Definigdo: SejaX c R, f: X » Rumafungdoe a € X'. Dizemos que L = lim  f(x) quando para
x—a

todo € > 0 existe 6(¢) > Otalquex € X —{a}, |x —a| <& - |f(x) — L| < €, em outras palavras,
para qualquer erro € > 0 todo ponto suficientemente préoximo de a (possivelmente excetuando o a)
tem a imagem a uma distancia menor que € de L . (Note que isso NAO implica que f(a) = L, nem
mesmo que a € X ).

Exemplos:

Se f:(1,2) - R dada por f(x) = 2x, entdo lirr% f(x) = 4.
X—



Se f:R —» R Dada por f(x) = —x paratodo x € R— {2} e f(2) = 2022, entdo lirr% fx) =-2.
X—
1 1 N N 1
Se f: {; n e N} — R dada por f(x) = o entdo apesar de 0 ser ponto de acumulagao de {;:n € N},
ndo existira lim  f(x)
x—0
1 1 ) 1
Sef.{;. ne N}U{\/_—p' pprlmo}—> Rdadapor f(x) =x+ 1sex € {;.n € N}ef(x) =x+2se
1 . . e
X € {\/_—p' P prlmo}, ndo existird }CILI(I) f(x).
1 1 . 1
Sef:[z: ne N}U{\/—_p: pprlmo} — R dadapor f(x) =mxsex € {Z:n € N}ef(x) =
_ 37 1. ; ; —
2022x°" se x € {\/5' p prlmo}, teremos ’l(l_r}(l) f(x) =0.
Interessante, ndo?
Observe que caso exista lim  f(x) tal limite é Gnico, uma vez que se tal fungdo pudesse assumir
x—>a

dois limites L < M, tome € = %, assim, existem 6, e §, taisquex € X — {a},|x —a| < §; »
If(x) —Ll<eexeX—{a}|x—a|l <8, > |f(x) — M| <e.

Entretanto parax € X — {a}, |x — a| < min{d;, §,} = |[f(x) — M| <€, |f(x) — L| < € o que nos
dd3e =|M—-L| <|M—f(x)| +|f(x) —L| < 2¢, uma contradigdo.

Exercicios
15. Resolva o que se pede.
(a) Sejam A; e A, conjuntos abertos. Prove que 4; N A, é aberto.

(b) Seja I' uma familia de conjuntos abertos. Prove que a unido de todos os conjuntos de I' é um
conjunto aberto.

(c) Dé um exemplo de uma familia I" de abertos tal que a intersec¢do de todos eles ndo é aberta.
(d) Seja A € R um conjunto. Prove que A é aberto se, e somente se, R — A é fechado.

(e) Conclua que: Seja Q uma familia de conjuntos fechados. Prove que a intersec¢do de todos os
conjuntos de Q) é fechado. Além disso, se Q' c € é uma subfamilia finita, entdo a unido dos
elementos de Q' é fechado.

16. (Conjuntos compactos) Dizemos que um conjunto X é compacto se, para qualquer sequéncia
{a, } de elementos de X , tal sequéncia possui uma subsequéncia convergente cujo limite é um
elemento de X . Prove que Y é compacto se, e somente se, Y é fechado e limitado.

17. (Teorema do confronto) Sejam f,g,h: X > Rea € X'. Suponha que f(x) < g(x) < h(x)
para todo x € X e que existam os limites lim  f(x), lim  h(x) e satisfagam lim  f(x) =
x—a xX—a xX—a

lim h(x) = L.Prove que lim g(x) =1L.
x—a

xX—-a



18.Sejam f,g: X —» Rea € X'. Suponha que existam os limites lim  f(x) =Lelim g(x) =
xX—a x—a

M. Prove que:

(a)Sendok € R, )lcll’)rfll kf(x) = kL.
(b) lim  fC) +g(x) =L+M
(c) lim  f (x)g(x) = LM

(d)SseM # 0, limL{¥ = £
x—a g(x) M

19. Sejam f, g: R — R definidas por f(x) = 0 se x éirracional, f(x) = xsex € Q; g(0) =1e
g(x) = 0sex # 0.Mostre que liIT(l) flx) = lirr(l) g(y) = 0, porém n3o existe lirré g(f(x)).
x— y— x—

20. Considere uma circunferéncia de centro O e raio unitario e P um ponto sobre tal circunferéncia.
Seja T um ponto do plano tal que TP é tangente a circunferéncia. Seja R a intersec¢do do segmento
OT com a circunferéncia. Seja x = £TOP .

(a) Através das areas dos tridngulos A TOP, A ROP e do setor circular ORP prove que sen(x) <

x < tanx, paratodo x € (0, g)

(b) Utilizando o item (a) e o fato de sen(x) ser uma funcdo impar e cos(x) ser uma func¢3o par,

. .. . sen(x)
prove gque existe o limite hrr(l) ——— e calcule-o.
X

Defini¢do (Continuidade de uma fungdo): Seja f: X - R e a € X . Entdo as duas proposicdes abaixo
sdo equivalentes.

(i) Paratodoe > Oexiste 6(¢) >0talquex € X, |[x —al| <d§ - |f(x) — f(a)| <e.
(i) Para qualquer sequéncia {a, },»1 de elementos de X com lim a,, = a temos lim f (a,) =

f(a).
Se um par (f, a) satisfaz uma, e entdo ambas, proposi¢des acima, dizemos que f é continuaem a .

Note que ndo precisa necessariamente que a € X', na verdade, se a é um ponto isolado, entdo f é
continua em a para qualquer f .

Exercicio 21: Provar a equivaléncia acima.

Defini¢do: Dizemos que f: X — R é continua se f é continua em x paratodox € X .

Quando estamos no Ensino Fundamental, geralmente vemos a defini¢do vulgar de fungao continua
como “uma fung¢do que podemos desenhar o grafico sem tirar o lapis do papel”. Bem, tal definicdo é
de certa forma verdade quando o dominio é um intervalo, mas quando ndo é... a coisa fica um
pouco mais complexa. Por exemplo, se tomarmos X um conjunto de pontos isolados, nunca



conseguiremos desenhar f: X — R sem tirar o |apis do papel, apesar de qualquer uma dessas
fungdes ser continua.

Teorema do valor intermediario: Seja f: [a, b] - R uma fungdo continua e d € R tais que f(a) <
d < f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Prova: Considere o conjunto X = {x € [a, b]: f(x) < d}. Como tal conjunto ¢ limitado, entdo pelo

teorema 5 ele possui uma sequéncia de elementos, digamos {a,, } que converge para sup X. Como

a, € [a,b] paratodo n, e [a, b] é fechado, segue que sup X € [a,b]. Comolima, =supXefé
continua, lim f (a,) = f(sup X). Como f(a,) < d para todo n segue que f(sup X) < d.

Bem, se f(sup X) = d, ta resolvido. Caso contrario, sup X € X e portanto sup X < b. Considere

agora a sequéncia b, = sup X + HTulM. Bem, lim b,, = sup X o que nos dd lim f (b,,) = f(sup X).
Mas como b,, > sup X, f(b,) = d o que nos da sup X = d, uma contradigdo. Logo f(sup X) = d.

Teorema 6: Se X é um conjunto compacto (limitado e fechado) e f: X — R é continua, entdo
{f (x): x € X} é compacto.

Prova: Bem, suponha que {f (x): x € X} n3o seja limitado. Entdo existe uma sequéncia {f (x,,)} tal
que |f(x,)| > n para todo n . Como {x, } é limitado, entdo pelo teorema de Bolzano-Weierstrass,
{x,,} possui uma subsequéncia convergente, digamos {xnk}. Como ny, = k, definindo y;, =
Xn, temos |f ()| = |f(xnk)| > ny, = k e {y,} convergente. Seja L = lim yy. Pela continuidade de
f:f(L) =limf (y,), em particular, existe lim f (y;) e portanto pelo exercicio 1, existe
lim f (y,)? = L?, uma contradigo pois lim f (y;)? = .

Suponha agora que {f (x): x € X} ndo seja fechado. Entdo existe uma sequéncia {f (x,,)}
convergente tal que L = lim f (x,,) ndo estd em {f (x): x € X}. Como {x,,} ¢ limitado, {x,,} possui
subsequéncia convergente, digamos {xnk}. Como {f(xnk)} é subsequéncia de {f (x,,)},
lim f (x,) = L. Seja M = lim x,,,, entdo pela definicdo de limite, f(M) = L contradizendo o fato
de L n3o ser elemento de {f (x): x € X}.

Portanto, {f (x): x € X} é compacto.

Corolario (Weierstrass): Se X é compacto e f: X — R é continua, entdo {f (x): x € X} admite
maximo e minimo.

Tal coroldrio segue do teorema 6 do exercicio abaixo.

Exercicio 22: Prove que todo conjunto compacto admite maximo e minimo.

Bem, vamos agora pensar em bijecdes. Se f: X — Y é uma bijecdo continua, entdo f~1:Y — Xé
continua? Bem, na verdade isso nem sempre acontece. Vejamos um exemplo:

f:[-1,0] U (1,2] - [0,4] dada por f(x) = x?, o que acontece com f~1?

Teorema 7: Se X é compacto e f: X — Y é uma bijec3o continua, entdo f~1:Y — X é continua.



Prova: Pelo teorema 6, Y é compacto. Sejab = f(a) € Y. Mostremos que f~! é continuaem b .
Considere uma sequéncia {f (t,,)} de elementos de Y que converge para b . Mostremos que limt,, =
a, caso contrario, existe € > 0 tal que existem infinitos n satisfazendo |t,, — a| = €. Considere {a,}
a subsequéncia de tais t,,s. Como {a,} é limitado, possui subsequéncia convergente, digamos {b,, }.
Seja h = lim b,,. Como b,, € X para todo n e X é compacto, segue que h € X . Como {f(b,)} é
subsequéncia de {f (t,)}, segue que lim f (b, ) = b. Dai, como f é continua, f(h) = lim f (b,) = b
e portanto, como f é bijetiva, h = a, ou seja, lim b,, = a, uma contradi¢do com o fato |b, —a| = €
para todon.

Portanto, limt,, = a, isto é, lim f~1 (f(tn)) = f~1(b). O que prova a continuidade de f em b .

Definigdo: Dizemos que uma fungdo f: X — R é convexa quando para todos x,y € X, x < y temos

que o grafico da restri¢do f: [x,y] N X — R esta abaixo do segmento com extremos em (x,f(x)) e

(y,f(y)). Bem, essa definicdo geométrica parece bem agradavel, ndo? Agora vamos formaliza-la de
maneira algébrica:

Bem, o intervalo [x, y] pode ser parametrizado por {tx + (1 — t)y: t € [0,1]}. Veja que o ponto do
segmento acima que tem abscissa tx + (1 — t)y é (tx +(1-ty, tf(x)+ (1 - t)f(y)), enquanto
que o ponto do gréfico de f com essa abscissa é (tx +(A -ty f(tx+ (1 - t)y)). Como o grafico

esta abaixo do segmento, segue que f(tx + (1 —t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y). E assim finalmente
obtemos uma definicdo algébrica de funcdo convexa.

“Uma fungdo f: X — R é dita convexa se paratodo x,y € X, t € [0,1] taisquetx + (1 —t)y € X
temosque: f(tx + (1 —t)y) <tf(x) + (1 —-t)f(y)“
Uma fungdo f: X — R é dita cOncava se para todos x, y € X temos que o grafico da restricdo
f:[x,y] n X - R estad acima do segmento com extremos em (x,f(x)) e (y,f(y)). Algebricamente:

“Uma fungdo f: X > R é dita cébncava se paratodox,y € X, t € [0,1] taisquetx + (1 —t)y € X
temosque: f(tx + (1 —t)y) = tf(x) + A1 - ) f(y)“

Teorema 8: Seja f: X — R convexa, entdo para quaisquer x,y € X , o grafico da restri¢do f: X —
[x, y] - R esté acima da reta que liga (x, f (x)) a (v, f ().

Prova: Suponha sem perda de generalidade x < y . Agora seja a € X — [x,y]. Fagamos o caso em
que a < x (o caso a > y é andlogo). Dai existe t € (0,1) tal que x = ta + (1 — t)y, assim f(x) <
tfl@+A-6fWy) - f(a) = %f(x) + @f(y). Veja que como a = %x + %y entdo o ponto

da reta acima que tem abscissa %x + %y é (%x + %y, %f(x) + %f(y)). Estd provado o
resultado.

Teorema 9: Seja f: X — R convexa tal que X admite maximo e minimo. Sejam a = min X, b =
max X. Entdo f admite maximo e max{f (x): x € X} = max{f(a), f(b)}.

Prova: Seja x € X, entdo existe t € [0,1] tal que x = ta + (1 — t)b, dai f (x) < tf (a) +
(1 -0f®) < t-max{f(a), f(b)} + (1 —1t) - max{f(a), f(b)} = max{f(a), f(D)}.



Note, que tal fungdo ndo precisa ter minimo. Um exemplo é a fungdo f:[—1,1] — {0} —» R dada por

flx) = x2.

Definigdo (derivada de uma fungdo): Seja f: X — R uma fungdo e a € X N X'. As duas proposigdes
abaixo sdo equivalentes:

(i) Existe o limite lim M.
x-a xX—a

(i) Existe um real c(a) e uma fungdo r,: X — R tais que f(a + h) = f(a) + ch + r(h) , sempre

quea+ h € X, onde lim—= ) = 0.

x—0
A prova dessa equivaléncia é bem simples e deixamos como exercicio ao leitor.

Dizemos que se um par (f, a) satisfaz uma, e portanto as duas, das proposi¢des acima, dizemos que
f é diferencidvel em a . Denotemos tal limite em (i) por f'(a) que, adivinha sé, em (ii) ¢ = f'(a).

Definigdo: Seja X um conjunto tal que X c X', entdo dizemos que f: X — R é diferencidvel, se ela é
diferenciavel paratodox € X .

Exercicio 23:Se uma fungdo f: X — R é diferencidvel em a € X N X', entdo ela é continuaem a ..

Teorema 10: Seja f: X — R diferencidvel em a € X N X' tal que f'(a) > 0, entdo existe § > 0 tal
quesea—d6<x<a<y<a+4d entiof(x) < f(a) < f(y).
fG)-f(a)
xX—a

M

= f'(a) > 0, entdo existe § > 0 tal que

Prova: Ora, como lim > 0 para todo
x—-a

|x — a] < 6. O resultado segue.

Teorema 10’: Seja f: X — R diferencidvel em a € X N X' tal que f'(a) < 0, entdo existe § > 0 tal
quesea—d<x<a<y<a+dentiof(x) > f(a) > fy).

Prova: Andloga ao teorema 10.

Cuidado: Muitos alunos cometem o erro de dizer que se f: X — R é diferenciavel em a com f'(a) >
0, entdo ela é estritamente crescente em um intervalo [a — &, a + §] N X. Isso é falso!! Um bom

exemplo é: Tome X = {%:n € N} U {0} e f:X — Rdadapor f(0) =0, f(%) = %sen impar e
1 n+2022vVn
f (—) — 7 senpar.

n

/‘\

()

Vejaque X' = {0},

Bl

(%
=1sen impare—(ln) =1+ 23_ se n é par. Dai, existe 11m ( ) — = 1loque
1 X0

nos da f'(0) = 1. Mas observe que para n impar f (Z) < f(m) o L DEIr202AHL ) 4

n (n+1)2

1<2022nvn+1< 1+ % < 2022+vn + 1que é verdade, apesar de% > ﬁ



Definigdo: Dizemos que a é um ponto de acumulagéo a direita de X (a € X}) se a é ponto de
acumulagdo de X N (a, o). Analogamente, a é um ponto de acumulagéo & esquerda de X (a € X')
se a é ponto de acumulac¢do de X N (—, a).

Teorema 11:Seja f: X > Rea € X N X, N X_ tal que existe f'(a) e a é um ponto de minimo local
ou de méaximo local, isto €, existe § > 0 tal que min{f(x):x € [a — &, a + &]} = f(a) ou
max{f(x):x € [a— 8, a+ 8]} = f(a).Entdo f'(a) =0

Prova: Facamos o caso em que a é ponto de minimo local (o outro é analogo), isto é,
min{f(x):x € [a — &, a+ 6]} = f(a). Bem, como existe f'(a), vejamos cada situagao:

(i) Se f'(a) > 0, pelo teorema 10, existe L € [a — &, a) tal que f(1) < f(a).
(i) Se f'(a) <0, pelo teorema 10, existe [ € (a, a + §] tal que f(1) < f(a).

Ambos geram uma contradi¢do. Portanto, f'(a) = 0.

Observacoes:

(1) Observe afungdo f: R — R dada por f(x) = |x|. Apesarde 0 € RN R, NR_ e 0 ser
minimo local, f'(0) ndo existe.
(2) Observe a fungdo da parte “Cuidado” acima. Apesar de 0 ser minimo locale 0 e X N X' e
existir f'(0), 0 ndo é elemento de X’ e dai o teorema n3o é aplicado.
(3) Avolta do teorema ndo é verdade. Tome a fungdo f: R — R dada por f(x) = x3. Bem,

—f(x):f(o) = x% paratodox # 0 ecomo lim x? = 0 segue

temosque0 EeXNX,.NX. e
x—0 x—0

que f'(0) = 0, mas 0 ndo é nem maximo nem minimo local.

Teorema de Rolle: Seja f: [a, b] = R continua com f diferenciavel em (a, b) e f(a) = f(b). Entdo
existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Prova: Pelo teorema de Weierstrass (corolario do teorema 6), como [a, b] é compacto e f continua,
Im(f) é compacto e portanto admite minimo e maximo.

(i) Se M = m ent3o a fun¢do é constante, cuja derivada em todo ponto de (a, b) vai ser nula.

De fato, para x € (a, b), % =0 paratodoy # xedai f'(x) = 0.

X
(i) Sem < M entdoou f(a) > mou f(a) < M.Vejamos o caso em que f(a) = f(b) > m.
Assim existe ¢ € (a, b) com f(c) = m, o que torna ¢ minimo local. Logo, f'(c) = 0.
(iii) O caso em que f(a) = f(b) < M é analogo.

Ora, muito de vocés que conhecem o Teorema de Valor Médio devem achar o Teorema de Rolle
meio “fraquinho”. Bem, de o Teorema de Valor Médio é mais forte, mas iremos usar o teorema de
Rolle na prova dele.

Teorema do Valor Médio: Seja f: [a, b] - R continua com f diferencidvel em (a, b). Entdo existe
c € (a,b) tal que f'(c) = f@®)-f(@

b—a



Geometricamente falando, f'(c) é coeficiente angular da reta que passa por (a,f(a)) e (b,f(b)).

Prova: Considere g: [a, b] » R dada por g(x) = f(x) — dx, onde d = w

p Dai, g(a) = g(b).
Além disso, prova-se que g'(x) = f'(x) — d para todo x € (a, b)(Prove isso. Dica: Exercicio 18). O
resultado segue por Rolle.

Bem, aqui termina a nossa teoria. Vejamos alguns exercicios importantes.

Exercicios

24. No teorema 5, vimos que se X é limitado superiormente, entdo existe uma sequéncia {a,} de
elementos de X tal que lim a,, = sup X. Prove que existe uma sequéncia {a,, } desse tipo que seja
crescente (ndo necessariamente estritamente).

25. Prove que os Unicos conjuntos reais que sdo simultaneamente abertos e fechados sdo Re ¢ .

26.S5e¢jamf,g: X > R,a€X.

(a) Se f, g sdo continuas em a . Prove que f + g e fg sdo continuas em a . Prove ainda que se

g(a) # 0 entdo § é continuaema.

(b) Se f, g sdo diferencidveis em a . Prove que (f + g)'(a) = f'(a) £ g'(a), (fg)' (a) =

f(a)g'(a) + f'(a)g(a). Prove ainda que se g(a) # 0 entdo (g), (a) = — 9 @

g(a)?
’ Teoy_ ’
finalmente que (5) (a) = g@f (‘;)(a;(a)g (@)

concluindo

26. (Regra da cadeia) Sejam f:Y - R, g: X - Y .Sejaa € Y N Y'tal que g é diferenciavel em a e
g(a) e Y nY'tal que f é diferenciavel em g(a). Prove que (fog)'(a) = f’(g(a)) - g'(a).

27.Seja I c R um intervalo. Prove que toda fun¢do continua injetiva f: I = R é mondtona e que
suainversa g: f(I) — I é continua.

28. Dizemos que uma func¢do f: X — R é Lipschitz quando existe k¥ > 0 tal que para todos x,y €
X temos |f(x) — f(¥)| < k|x — y| (Podemos também chama-la de fungdo k-Lipschitz caso
gueiramos especificar a constante)

(a) Prove que toda fungdo Lipschitz é continua.

(b) Prove que se X é compacto, k < 1e f(X) c X entdo para qualquer x € X, {f™(x)};;51
converge. (Onde f" denota a iteragdo de f n vezes).

(c) (Teorema do ponto fixo de Banach) Nas condigBes do item (b), prove que f admite um Unico
ponto fixo.



29. Seja I um intervalo aberto tal que f: I — R é diferenciavel e existe k > 0 tal que |f'(x)| < k
para todo x € X . Prove que f é k -Lipschitz.

30. (Derivada de polindbmios) Resolva os itens:

(a) Seja n um inteiro positivo. Prove que f: R - R dada por f(x) = x™¢é diferencidvel e calcule

f(0).

(b) Prove que todo polindmio P: R — R de uma variavel e coeficientes reais é diferenciavel. Em
particular, ele é continuo.

(c) Prove que sendo P o polindmio do item anterior, entdo P’'(x)é um polinémio com deg P’ (x) =
degP — 1sedegP = 1ou P’ = 0 se P é constante.

31.Seja f:I » R, onde I é um intervalo, uma fungdo 2 vezes diferencidvel, isto é, f': I — R existe e
é diferencidvel. Prove que f é convexa se, e somente se, f" (x) = 0 paratodox € I .

32. (Desigualdade de Jensen) Seja f: X — R uma fungdo convexa. Prove que para quaisquern € N,
X1, X2, o, Xp EXety, ty, ., th ERsgcom Y™ t; =1e X t; x; € X temos que
fQ 1t x) < Xyt f(x;). Como ficaria a desigualdade se f fosse cdncava em vez de convexa?

Problemas

1. (OBM 2021) Um conjunto A de nimeros reais é enquadrado quando é limitado, e para todos
a,b € An3o necessariamente distintos, (a — b)? € A. Qual é o menor nimero real que
pertence a algum conjunto enquadrado.

2. (OBM 2003) Seja f: R., — R tal que:

(i) Sex <y,entdof(x) < f(y).
ii 2xy fO)+f )
(ii) Paratodos x,y € R temos que f (m) > —
Prove que existe x € Ry tal que f(x) < 0.

OBS: R, denota o conjunto dos reais positivos.

3. (IMC 2018) Sejam {a,, };,>1 € {b,}n>1 S€QUéNcias de reais positivos. Prove que as duas
proposicoes abaixo sdo equivalentes:

. . N . . ey a C.
(i) Existe uma sequéncia {c, },>1 de reais positivos tal que Zf{’:lc—"e Z;’{’zlb—”
n n

(i) Xooq \/? converge.
n

convergem.



4. (IMC 2018) Seja {a, }n=0 Uma sequéncia de niumeros reais tal que a;"’lﬂ = a?% — 8 para todo

n=0.

Prove que a série Yo—olan+1 — ay| é convergente.

5. (IMC 2018) Considere a seguinte sequéncia (a,),s1 = (1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1, ...).
Encontre todos os pares (a, ) de reais positivos tais que

lim —Zﬁ:l D

n-o n%

B

na?

S L T — >
T paratodon > 1.

' A 1
6. Defina asequéncia ag, a4, ...porag =1, a; = > €0an41 =

Ak+1
Ay

Prove que a série Yr— converge e determine seu valor.

7. Seja f: R = R uma fung¢do continua. Um ponto x é chamado shadow point se existe y €
Rcomy > xtal que f(y) > f(x). Sejam a < b nimeros reais e suponha que

: Todos os pontos no intervalo aberto I = (a, b) s3o shadow points;
- a e b ndo sdo shadow points.
Prove que:

(@) f(x) <f(b)paratodosa<x<bh.
(b) f(a) = f(b).

8. Para R > 0 inteiro, denote por n(R) a quantidade de pares (x,y) € Z tais que x? + y2 = R. Qual
o valorde

lim

R—o0

n(1)+n(2)+-~+n(R)?
R [

8. (China) Dado um inteiro n = 2 e numeros reais 0 < a < b . Sejam x4, x5, ..., X, € [a, b].
Encontre (em funcdo de n, a, b ) o valor maximo de

2 2 2 2
X X Xy X
2122y pinsl g on
Xy X3 Xn X1

xl +x2+"'+xn

9. Seja P(x) um polinémio ndo-nulo impar de grau n > 1 com coeficientes reais no-
negativos. Seja I' = {(x, P(x)): x € R} o grafico desse polinémio no plano coordenado.
Existem pontos 44, 45, ..., 4, €T, distintos 2 a 2, tais que a reta tangentea I' em 4;
também passa por 4;qparatodoi = 1,2,...,n,onde 4,1 = A4?



10. (Ibero 2016) Encontre todos as triplas de reais positivos (x, y, z) tais que

_ 1
S yity -1
_ 1
y_zz+z—1
1

Z=—
x2+x—1
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