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Resumo

Nesta aula resolveremos problemas sobre sequências e séries de números reais.
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Problema 1. Seja A o conjunto dos inteiros positivos que não têm o algarismo a ∈ {0, 1, . . . , 9} na sua repre-

sentação decimal.

(a) Mostre que
∑
n∈A

1

n
converge.

(b) Determine todos os valores de α tais que
∑
n∈A

1

nα
converge.

Problema 2. Considere a sequência definida por c0 = 0, c1 = 1 e cn = cn−1 + cn−2 para n > 2.

Encontre a função f tal que f(x) =

+∞∑
k=0

ckx
k e uma expressão para o termo geral cn.

Problema 3. Seja (fn)∞n=0 a sequência de Fibonacci definida por f0 = 0, f1 = 1 e fn+1 = fn + fn−1 para n > 1.

(a) Se Sn =

n∑
k=1

f2k , calcule

∞∑
n=1

(−1)n

Sn
.

(b) Calcule

∞∑
n=1

(−1)n+1

fnfn+2
.

(c) Calcule

∞∑
n=1

arctan
1

f2n
.

Problema 4. Sejam

∞∑
n=1

an uma série de termos positivos divergente e Sn =

n∑
k=1

ak.

(a) Mostre que

∞∑
n=2

an

SnS
β
n−1

converge se β > 0.

(b) Mostre que

∞∑
n=1

an
Sαn

diverge se α 6 1 e converge se α > 1.

(c) Se Sn > 1, para todo n > 1, então

∞∑
n=1

an+1

Sn lnSn
diverge e

∞∑
n=1

an
Sn lnα Sn

converge se α > 1.

Problema 5. Sejam

∞∑
n=1

an uma série de termos positivos convergente e rn =

∞∑
k=n+1

ak.

Mostre que

∞∑
n=2

an
rαn−1

converge se α < 1 e diverge se α > 1.

Problema 6 – Desigualdade de Carleman.

Mostre que se (an)∞n=1 é uma sequência de números reais positivos, então

∞∑
n=1

√
a1 · · · an < e

∞∑
n=1

an.
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Problema 7 – Regra de L’Hôpital Discreta.

(a) Prove que se An é crescente e limAn = +∞ e se lim
an+1 − an
An+1 −An

= L, então lim
an
An

= L.

(b) Use o item (a) para deduzir que lim
n→∞

1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n

lnn
= 1 .

Problema 8 – Teste de Condensação de Cauchy. Seja (an) uma sequência decrescente com lim an = 0.

(a) Prove que

+∞∑
n=1

an converge se, e somente se,

+∞∑
n=1

2na2n converge.

(b) Use o item (a) para provar que a série

+∞∑
n=1

1

np
converge se p > 1 e diverge se p 6 1.

(c) Use os itens (a) e (b) para provar que a série

+∞∑
n=2

1

n(log n)p
converge se p > 1 e diverge se p 6 1.

Problema 9 – Teorema de Schlömilch. Se gk é um sequência de inteiros positivos estritamente crescente tal

que para algum c > 0 e para todo k ∈ N, gk+1 − gk 6 c (gk − gk−1) e se an é uma sequência de termos positivos

estritamente decrescente, então

+∞∑
n=1

an converge se, e somente se,

+∞∑
n=1

(gn+1 − gn)agn converge.

Problema 10 – IMC 2010. Sejam (xn)∞n=1 definida recursivamente por x1 =
√

5, xn+1 = x2n − 2, se n > 1.

Calcule lim
n→∞

x1 · x2 · · ·xn
xn+1

.

Problema 11 – IMC 2011. Seja (an)∞n=0 uma sequência com
1

2
< an < 1 para todo n > 0.

Defina a sequência (xn)∞n=0 por x0 = a0, xn+1 =
an+1 + xn
1 + an+1xn

(n > 0).

Quais são os posśıveis valores de lim
n→∞

xn? Essa sequência pode ser divergente?

Problema 12 – IMC 2012. Considere a sequência definida por a0 = 1, a1 =
1

2
e an+1 =

na2n
1 + (n+ 1)an

, se n > 1.

Prove que a série

∞∑
k=0

ak+1

ak
converge e determine sua soma.

Problema 13. Qual é a condição que os números reais positivos a, b e c devem satisfazer para que a série convirja?

∞∑
n=1

(
n
√
a−

n
√
b+ n
√
c

2

)
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Problema 14 – IMC 2014. Considere a sequência (an)∞n=1 = (1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4, 5, 1, . . .).

Encontre todos os pares de números reais positivos (α, β) tais que lim
n→∞

Sn
nα

= β, onde Sn =

n∑
k=1

ak.

Problema 15 – IMC 2015. Considere a sequência F (0) = 0, F (1) =
3

2
e F (n) =

5

2
F (n−1)−F (n−2), se n > 2.

A soma da série

∞∑
n=0

1

F (2n)
é um número racional?

Problema 16 – IMC 2016.

Seja (x1, x2, . . .) uma sequência de números reais positivos satisfazendo

∞∑
n=1

xn
2n− 1

= 1.

Prove que

∞∑
k=1

k∑
n=1

xn
k2
6 2.

Problema 17 – IMC 2015. Prove que
∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

< 2.

Problema 18 – IMC 2018. Sejam (an)∞n=1 e (bn)∞n=1 duas sequências de números positivos.

Mostre que as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) Existe uma sequência (cn)∞n=1 de números positivos tal que

∞∑
n=1

an
cn

e

∞∑
n=1

cn
bn

são ambas convergentes.

(2)

∞∑
n=1

√
an
bn

converge.

Problema 19 – IMC 2019. Calcule o produto
∞∏
n=3

(n3 + 3n)2

n6 − 64
.

Problema 20 – IMC 2019. Seja C = {4, 6, 8, 9, 10, . . .} o conjunto dos inteiros positivos compostos.

Para cada n ∈ C, seja an o menor inteiro positivo k tal que k! é diviśıvel por n.

Determine se a série abaixo converge:
∑
n∈C

(an
n

)n
.

Problema 21 – IMC 2018. Seja (an)∞n=0 a sequência de números reais a0 = 0 e a3n+1 = a2n − 8 para n > 0.

Prove que a série abaixo é convergente: ∞∑
n=0

|an+1 − an|.

Problema 22. Seja (an) uma sequência decrescente com lim an = 0 e f : N∗ → R uma função decrescente.

(a) Prove que

+∞∑
n=1

an converge se, e somente se,

+∞∑
n=1

3na3n converge.

(b) Use o item (a) para provar que a série

+∞∑
n=2

f(n)

log n
se, e somente se, a série

+∞∑
n=2

3n
f(3n)

log(3n)
converge.

(c) Prove que
∑

p primo

f(p) converge se, e somente se,

+∞∑
n=2

f(n)

log n
converge.
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Problema 1. Seja A o conjunto dos inteiros positivos que não têm o algarismo a ∈ {0, 1, . . . , 9} na sua repre-

sentação decimal.

(a) Mostre que
∑
n∈A

1

n
converge.

(b) Determine todos os valores de α tais que
∑
n∈A

1

nα
converge.

Solução – Resolvido na SO: (a) Vamos dividir em dois casos: a = 0 e a 6= 0.

• a = 0: Seja Ak = {n ∈ N : n tem k algarismos, mas n não tem o algarismo 0 na sua representação decimal}.

Neste caso Ak tem 9k elementos e A =

∞⋃
k=1

Ak (união disjunta) e se x ∈ Ak, então x > 10k−1.

Assim segue que
∑
n∈A

1

n
=

∞∑
k=1

∑
n∈Ak

1

n
6
∞∑
k=1

9k

10k−1
= 9 +

92

10
+ · · · = 9

1− 1

10

= 90.

• a 6= 0: Seja Ak = {n ∈ N : n tem k algarismos, mas n não tem o algarismo a na sua representação decimal}.

Neste caso Ak tem 8 · 9k−1 elementos e A =

∞⋃
k=1

Ak (união disjunta) e se x ∈ Ak, então x > 10k−1.

Assim segue que
∑
n∈A

1

n
=

∞∑
k=1

∑
n∈Ak

1

n
6
∞∑
k=1

8 · 9k−1

10k−1
= 8 +

8 · 9
10

+ · · · = 8

1− 1

10

= 80.

(b) Vamos considerar apenas o caso a 6= 0, o caso a = 0 é análogo.

Temos que
∑
n∈A

1

nα
<

∞∑
k=1

8 · 9k−1

10α(k−1)
é uma série geométrica de razão

9

10α
que converge se α > log10 9.

Agora note que se x tem k algarismos, então x 6 10k − 1 e assim

∑
n∈A

1

nα
>
∞∑
k=1

8 · 9k−1

(10k − 1)α
>

∞∑
k=1

8 · 9k−1

10kα
é uma série geométrica de razão

9

10α
que diverge se α 6 log10 9.

Portanto

∞∑
k=1

1

nα
converge se α > log10 9 e diverge se α 6 log10 9. �
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Problema 2. Considere a sequência definida por c0 = 0, c1 = 1 e cn = cn−1 + cn−2 para n > 2.

Encontre a função f tal que f(x) =

+∞∑
k=0

ckx
k e uma expressão para o termo geral cn.

Solução: Escreveremos apenas f ao invés de f(x). Como c2 = c1 + c0 = 1 e c0 = 0 começaremos a série em k = 1.

f =

+∞∑
k=1

ckx
k ⇒ f = c1x+ c2x

2 +

+∞∑
k=3

ckx
k = x+ x2 +

+∞∑
k=3

[ck−1 + ck−2]xk = x+ x2 +

+∞∑
k=3

ck−1x
k +

+∞∑
k=3

ck−2x
k

f = x+ x2 +

+∞∑
k=2

ckx
k+1 +

+∞∑
k=1

ckx
k+2 = x+ x2 + x

+∞∑
k=2

ckx
k + x2

+∞∑
k=1

ckx
k = x+ x2 + x(f − x) + x2f

Assim segue que f = x+x2+x(f−x)+x2f ⇒ f = x+x2+xf−x2+x2f ⇒ (1−x−x2)f = x⇒ f(x) =
x

1− x− x2
.

A equação x2 − x− 1 = 0 tem como soluções α =
1 +
√

5

2
e β =

1−
√

5

2
.

Note que α+ β = 1, α · β = −1, α− β =
√

5 e assim 1− x− x2 = 1− (α+ β)x+ α · βx2 = (1− αx)(1− βx).

Além disso, f(x) =
x

1− x− x2
=

1√
5

[
1

1− αx
− 1

1− βx

]
.

Agora podemos usar a série geométrica para obter a série de potências de f :

f(x) =
1√
5

[
1

1− αx
− 1

1− βx

]
=

1√
5

[
+∞∑
k=0

(αx)
k −

+∞∑
k=0

(βx)
k

]
=

1√
5

+∞∑
k=0

(
αk − βk

)
xk =

+∞∑
k=0

(
αk − βk√

5

)
xk

Portanto ck =
αk − βk√

5
para todo k > 0, onde α =

1 +
√

5

2
e β =

−1 +
√

5

2
.

Proposição: A sequência cn satisfaz as seguintes propriedades:

(a) cn−1cn+1 − c2n = (−1)n, para todo n > 1.

(b) cn+1cn+2 − cncn+3 = (−1)n+1, para todo n > 0.

(c) c21 + c22 + · · ·+ c2n = cncn+1, para todo n > 1.

Solução: (a) De fato, para n = 1 temos que c1−1c1+1 − c21 = c0c2 − c21 = 0 · 1− 12 = −1 = (−1)1.

Agora supõe que ck−1ck+1 − c2k = (−1)k vale para um certo k > 1. (HI)

Para k + 1 temos que

ck+1−1ck+1+1 − c2k+1 = ckck+2 − c2k+1 = ck(ck + ck+1)− c2k+1 = c2k − ck+1(ck+1 − ck) = c2k − ck+1ck−1 =HI=

−(ck−1ck+1 − c2k) = −(−1)k = (−1)k+1. Portanto vale o resultado. �

(b) Exerćıcio.

(c) Para n = 1 temos que c21 = 12 = c1c2

Agora supõe que c21 + c22 + · · ·+ c2k = ckck+1 vale para um certo k > 1. (HI)

Para k + 1 temos que

c21 + c22 + · · ·+ c2k + c2k+1 =HI= ckck+1 + c2k+1 = ck+1(ck + ck+1) = ck+1ck+2.

Portanto vale o resultado. �
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Problema 3. Seja (fn)∞n=0 a sequência de Fibonacci definida por f0 = 0, f1 = 1 e fn+1 = fn + fn−1 para n > 1.

(a) Se Sn =

n∑
k=1

f2k , calcule

∞∑
n=1

(−1)n

Sn
. (b) Calcule

∞∑
n=1

(−1)n+1

fnfn+2
. (c) Calcule

∞∑
n=1

arctan
1

f2n
.

Solução: Vimos que fn =
αn − βn√

5
para todo n > 0, onde α =

1 +
√

5

2
e β =

−1 +
√

5

2
.

Logo lim
n→∞

fn+1

fn
= lim
n→∞

αn+1 − βn+1

αn − βn
= lim
n→∞

αn

αn
·
α− β

(
β

α

)n
1−

(
β

α

)n = lim
n→∞

α− β
(
β

α

)n
1−

(
β

α

)n =
α− 0

1− 0
= α.

Então lim
n→∞

fn
fn+1

=
1

α
= β.

(a) Vimos acima que Sn = f21 + f22 + · · ·+ f2n = fnfn+1.

Para m > n, temos que

m∑
n=1

(−1)n

Sn
=

m∑
n=1

fn−1fn+1 − f2n
fnfn+1

=

m∑
n=1

[
fn−1
fn
− fn
fn+1

]
=

[
f0
f1
−
�
��
f1
f2

]
+

[
�
��
f1
f2
−
�
��
f2
f3

]
+

[
�
��
f2
f3
−
�
��
f3
f4

]
+· · ·+

[
�

�
�fm−2

fm−1
−
�

�
�fm−1

fm

]
+

[
�

�
�fm−1

fm
− fm
fm+1

]
=
f0
f1
− fm
fm+1

=
0

1
− fm
fm+1

= − fm
fm+1

Portanto

∞∑
n=1

(−1)n

Sn
= lim
m→∞

m∑
n=1

(−1)n

Sn
= lim
m→∞

m∑
n=1

(−1)n

Sn
= lim
m→∞

− fm
fm+1

= −β =

√
5− 1

2
.

(b) Para m > n, temos que

m∑
n=1

(−1)n+1

fnfn+2
=

m∑
n=1

fn+1fn+2 − fnfn+3

fnfn+2
=

m∑
n=1

[
fn+1

fn
− fn+3

fn+2

]
=

[
f2
f1
−
�
��
f4
f3

]
+

[
f3
f2
−
�
��
f5
f4

]
+

[
�
��
f4
f3
−
�
��
f6
f5

]
+

[
�
��
f5
f4
−

�
��
f7
f6

]
+

[
�
��
f6
f5
−

�
��
f8
f7

]
+

[
�
��
f7
f6
−

�
��
f9
f8

]
+

[
�
��
f8
f7
−
�
��
f10
f9

]
+· · ·+

[
�

�
�fm−2

fm−3
−

�
�
�fm

fm−1

]

+

[
�
�
�fm−1

fm−2
−
�
�
�fm+1

fm

]
+

[
�
�
�fm

fm−1
− fm+2

fm+1

]
+

[
�

�
�fm+1

fm
− fm+3

fm+2

]
=
f2
f1

+
f3
f2
− fm+2

fm+1
− fm+3

fm+2
= 3− fm+2

fm+1
− fm+3

fm+2

Portanto

∞∑
n=1

(−1)n+1

fnfn+2
= lim
m→∞

m∑
n=1

(−1)n+1

fnfn+2
= lim
m→∞

[
3− fm+2

fm+1
− fm+3

fm+2

]
− fm
fm+1

= 3− 2α = 2−
√

5.

(c) Usando a identidade arctanx− arctan y = arctan

(
x− y
1 + xy

)
e a parte (b) da Proposição acima segue que:

arctan
1

f2n+1
− arctan

1

f2n+2
= arctan

(
f2n+2 − f2n+1

1 + f2n+1f2n+2

)
= arctan

f2n
f2nf2n+3

= arctan
1

f2n+3

Logo

m−1∑
n=0

[
arctan

1

f2n+1
− arctan

1

f2n+2

]
=

m−1∑
n=0

arctan
1

f2n+3
.

Para simplificar a notação seja arctan
1

fp
= ap e assim temos que:

m−1∑
n=0

[a2n+1 − a2n+2] =

m−1∑
n=0

a2n+3.

Então [a1−a2] + [a3−a4] + [a5−a6] + · · ·+ [a2m−3−a2m−2] + [a2m−1−a2m] = a3 +a5 +a7 + · · ·+a2m−1 +a2m+1.

Segue que a2 + a4 + · · ·+ am = a1 − a2m+1.

Portanto

∞∑
n=1

arctan
1

f2n
= lim
m→∞

m∑
n=1

1

f2n
= lim
m→∞

[
arctan

1

f1
− arctan

1

f2m+1

]
=
π

4
.
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Problema 4. Sejam

∞∑
n=1

an uma série de termos positivos divergente e Sn =

n∑
k=1

ak.

(a) Mostre que

∞∑
n=2

an

SnS
β
n−1

converge se β > 0.

(b) Mostre que

∞∑
n=1

an
Sαn

diverge se α 6 1 e converge se α > 1.

(c) Se Sn > 1, para todo n > 1, então

∞∑
n=1

an+1

Sn lnSn
diverge e

∞∑
n=1

an
Sn lnα Sn

converge se α > 1.

Solução – Resolvido na SO os itens (a) e (b). No item (b) faltou α = 1:

(a) Temos que
an

SnS
β
n−1

=
Sn − Sn−1
SnS

β
n−1

.

Seja p um inteiro positivo tal que
1

p
< β. Como limSn = +∞, segue que existe n0 tal que n > n0 implica Sn−1 > 1.

Logo temos que
an

SnS
β
n−1

<
an

SnS
1/p
n−1

se n > n0. Provaremos a convergência da série com termo geral
an

SnS
1/p
n−1

.

Para isso precisaremos da desigualdade
an

SnS
1/p
n−1

6 p

(
1

S
1/p
n−1

− 1

S
1/p
n

)
que é equivalente a 1−Sn−1

Sn
6 p

(
1−

S
1/p
n−1

S
1/p
n

)
.

Mas 1− xp 6 p(1− x) se 0 < x 6 1.

Fazendo x =

(
Sn−1
Sn

)1/p

segue que 1− Sn−1
Sn

6 p

(
1−

S
1/p
n−1

S
1/p
n

)
.

Então temos que

m∑
n=2

an

SnS
1/p
n−1

6 p
m∑
n=2

(
1

S
1/p
n−1

− 1

S
1/p
n

)
=

p

[(
1

S
1/p
1

− 1

S
1/p
2

)
+

(
1

S
1/p
2

− 1

S
1/p
3

)
+ · · ·+

(
1

S
1/p
m−2

− 1

S
1/p
m−1

)
+

(
1

S
1/p
m−1

− 1

S
1/p
m

)]
= p

(
1

S
1/p
1

− 1

S
1/p
m

)

Logo lim
m→∞

m∑
n=2

an

SnS
1/p
n−1

6 lim
m→∞

p

(
1

S
1/p
1

− 1

S
1/p
m

)
=

p

S
1/p
1

.

Portanto a série

∞∑
n=2

an

SnS
1/p
n−1

converge e o mesmo vale para a série

∞∑
n=2

an

SnS
β
n−1

.

(b) Vamos considerar os seguintes casos: α > 1, α = 1 eα < 1.

Para α = 2 apresentamos uma prova espećıfica, mesmo já tendo sido provado o caso α > 1.

α > 1 Neste caso
an
Sαn
6

an

SnS
α−1
n−1

para n > 2.

Pelo item(a) segue que a série

∞∑
n=2

an

SnS
α−1
n−1

converge, pois α− 1 > 0.

Logo

∞∑
n=2

an
Sαn

converge e, portanto

∞∑
n=1

an
Sαn

também converge.
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α = 1 Vamos provar que
an+1

Sn+1
+
an+2

Sn+2
+
an+3

Sn+3
+ · · ·+ an+p

Sn+p
> 1− Sn

Sn+p
.

De fato, 1 =
Sn+p
Sn+p

=
Sn + an+1 + an+2 + · · ·+ an+p

Sn+p
=

Sn
Sn+p

+
an+1

Sn+p
+
an+2

Sn+p
+ · · ·+ an+p

Sn+p
6

Sn
Sn+p

+
an+1

Sn+1
+
an+2

Sn+2
+ · · ·+ an+p

Sn+p
.

Agora considere Tm =
a1
S1

+
a2
S2

+
a3
S3

+ · · ·+ am
Sm

.

Vamos mostrar que Tm não é uma sequência de Cauchy e assim ela diverge e, portanto,

∞∑
n=1

an
Sn

diverge.

Dado ε =
1

2
, como limSn = +∞, segue que dado n0 ∈ N, existe p ∈ N tal que Sn0+p > 2Sn0

, ou seja,
Sn0

Sn0+p
6

1

2
.

Logo temos que |Tn0+p−Tn0 | =
an0+1

Sn0+1
+
an0+2

Sn0+2
+ · · ·+ an0+p

Sn0+p
> 1− Sn0

Sn0+p
> 1− 1

2
=

1

2
e assim segue o resultado.

α < 1 Neste caso temos que Sαn < Sn, então
1

Sαn
<

1

Sn
e assim

∞∑
n=1

an
Sαn

>

∞∑
n=1

an
Sn
. Portanto

∞∑
n=1

an
Sαn

diverge.

α = 2 Vamos provar que
ak
S2
k

6
1

Sk−1
− 1

Sk
, se k > 2.

De fato, ak 6 ak +
ak
Sk−1

= 2ak − ak +
a2k
Sk−1

= 2ak − (Sk − Sk−1) +
a2k
Sk−1

= 2ak + Sk−1 +
a2k
Sk−1

− Sk =

2akSk−1 + Sk − 12 + a2k
Sk−1

− Sk =
(Sk−1 + ak)2

Sk−1
− Sk =

S2
k

Sk−1
− Sk.

Logo ak 6
S2
k

Sk−1
− Sk e dividindo por S2

k segue que
ak
S2
k

6
1

Sk−1
− 1

Sk
, para todo k > 2.

Então segue que Tm =
a1
S2
1

+
a2
S2
2

+
a3
S2
3

+
a4
S2
4

+ · · ·+ am−1
S2
m−1

+
am
S2
m

6

a1
S2
1

+

[
1

S1
− 1

S2

]
+

[
1

S2
− 1

S3

]
+

[
1

S3
− 1

S4

]
+ · · ·+

[
1

Sm−2
− 1

Sm−1

]
+

[
1

Sm−1
− 1

Sm

]
=
a1
S2
1

+
1

S1
− 1

Sm
.

Como S1 = a1 temos que 0 6 Tm 6
2

a1
− 1

Sm
6

2

a1
. Além disso, Tm é monótona.

Portanto Tm converge e assim a série

∞∑
n=1

an
S2
n

também converge.

(c) Temos que

m∑
n=1

an+1

Sn lnSn
=

m∑
n=1

Sn+1 − Sn
Sn lnSn

>
m∑
n=1

∫ Sn+1

Sn

1

x lnx
dx = ln(lnSm+1)− ln(lnS1)

Logo

∞∑
n=1

an+1

Sn lnSn
= lim
m→∞

m∑
n=1

an+1

Sn lnSn
> lim
m→∞

[ln(lnSm+1)− ln(lnS1)] = +∞ e portanto

∞∑
n=1

an+1

Sn lnSn
diverge.

Temos que

m∑
n=2

an
Sn lnα Sn

=

m∑
n=2

Sn − Sn−1
Sn lnα Sn

6
m∑
n=2

∫ Sn

Sn−1

1

x lnα x
dx =

1

(−α+ 1)(lnSm)α−1
+

1

(α− 1)(lnS1)α−1

Logo

∞∑
n=1

an
Sn lnα Sn

=
1

lnα a1
+ lim
m→∞

m∑
n=2

an
Sn lnα Sn

6
1

lnα a1
+ lim
m→∞

[
1

(−α+ 1)(lnSm)α−1
+

1

(α− 1)(lnS1)α−1

]
.

Portanto

∞∑
n=1

an
Sn lnα Sn

6
1

lnα a1
+

1

(α− 1)(ln a1)α−1
e a série

∞∑
n=1

an
Sn lnα Sn

converge.
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Problema 5. Sejam

∞∑
n=1

an uma série de termos positivos convergente e rn =

∞∑
k=n+1

ak.

Mostre que

∞∑
n=2

an
rαn−1

converge se α < 1 e diverge se α > 1.

Solução: Iniciamos considerando dois casos particulares: α = 1 e α =
1

2
.

α = 1

∞∑
n=2

an
rn−1

Note que a sequência rn é decrescente e lim rn = 0. Além disso,
an
rn−1

=
rn−1 − rn
rn−1

.

Logo para quaisquer inteiros positivos n e p temos que

an+1

rn
+
an+2

rn+1
+ · · ·+ an+p

rn+p−1
=
rn − rn+1

rn
+
rn+2 − rn+1

rn+1
+ · · ·+ rn+p−1 − rn+p

rn+p−1
>

rn − rn+1

rn
+
rn+2 − rn+1

rn
+ · · ·+ rn+p−1 − rn+p

rn
=
rn − rn+p

rn
= 1− rn+p

rn
.

Fixado n temos que lim
p→∞

(
1− rn+p

rn

)
= 1 e assim Tm =

m∑
n=2

an
rn−1

não é de Cauchy e então a série

∞∑
n=2

an
rn−1

diverge.

α =
1

2

∞∑
n=2

an√
rn−1

Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos que
√
rn−1rn <

rn−1 + rn
2

e assim 2
√
rn−1rn < rn−1 + rn, ou seja, −(rn−1 + rn) < −2

√
rn−1rn.

Logo temos que

an = rn−1 − rn = 2rn−1 − rn−1 + rn = 2rn−1 − (rn−1 − rn) < 2rn−1 − 2
√
rn−1rn = 2

√
rn−1(

√
rn−1 −

√
rn).

Então
an√
rn−1

< 2(
√
rn−1 −

√
rn). Agora vemos que

Tm =

m∑
n=2

an√
rn−1

=
a2√
r1

+
a3√
r2

+
a4√
r3

+ · · ·+ am−1√
rm−2

+
am√
rm−1

<

2(
√
r1 −

√
r2) + 2(

√
r2 −

√
r3) + 2(

√
r3 −

√
r4) + · · ·+ 2(

√
rm−2 −

√
rm−1) + 2(

√
rm−1 −

√
rm) = 2(

√
r1 −

√
rm)

Logo lim
m→∞

Tm =

m∑
n=2

an√
rn−1

6 lim
m→

[2(
√
r1 −

√
rm)] = 2

√
r1 e assim a série

∞∑
n=2

an√
rn−1

converge e

∞∑
n=2

an√
rn−1

6 2
√
r1.

Agora vamos considerar os casos α > 1 e α < 1.

α > 1 Como lim rn = 0, existe n0 tal que k > n0 ⇒ rk < 1. Logo rαk < rk se k > n0.

Assim segue que se k > n0, então
1

rαk
>

1

rk
.

Portanto

∞∑
n=n0+2

an
rαn−1

>

∞∑
n=n0+2

an
rn−1

=∞⇒
∞∑

n=n0+2

an
rαn−1

diverge ⇒
∞∑
n=2

an
rαn−1

diverge.

α < 1 Então existe um inteiro positivo p tal que α < 1− 1

p
.

Como lim rn = 0, existe n0 tal que k > n0 ⇒ rk < 1. Logo r
1−1/p
k < rαk se k > n0.

Assim segue que se k > n0, então
1

rαk
<

1

r
1−1/p
k

. Se n > n0 + 1, então
an
rαn−1

<
an

r
1−1/p
n−1

=
rn−1 − rn
rn−1

· r1/pn−1.

Se 0 < x 6 1, então 1− xp 6 p(1− x) e usando x =

(
rn
rn−1

)1/p

obtemos
an
rαn−1

6 p
(
r
1/p
n−1 − r

1/p
n

)
.

Então

m∑
n=n0+2

an
rαn−1

6
m∑

n=n0+2

p
(
r
1/p
n−1 − r1/pn

)
= . . . = p

(
r
1/p
n0+1 − r1/pm

)

Portanto lim
m→∞

m∑
n=n0+2

an
rαn−1

6 lim
m→∞

p
(
r
1/p
n0+1 − r1/pm

)
= p r

1/p
n0+1 ⇒

∞∑
n=n0+2

an
rαn−1

converge ⇒
∞∑
n=2

an
rαn−1

converge .
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Problema 6 – Desigualdade de Carleman.

Mostre que se (an)∞n=1 é uma sequência de números reais positivos, então

∞∑
n=1

√
a1 · · · an < e

∞∑
n=1

an.

Solução: Lembre que

(
n+ 1

n

)n
=

(
1 +

1

n

)n
< e, para todo n ∈ N = {1, 2, . . . }.

Seja cn =
(n+ 1)n

nn−1
= n

(
n+ 1

n

)n
, para n ∈ N.

Então c1 · c2 · c3 . . . · cn1
· cn =

(1 + 1)1

11−1
· (2 + 1)2

22−1
· (3 + 1)3

33−1
· . . . · (n)n−1

(n− 1)
n−2 ·

(n+ 1)n

nn−1
= (n+ 1)n e

cn
n
< e.

Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos que

n
√
a1 · . . . · an =

1

n+ 1
n
√
a1c1 · . . . · ancn 6

a1c1 + · · ·+ ancn
n(n+ 1)

.

Logo temos que

N∑
n=1

n
√
a1 · . . . · an 6

N∑
n=1

a1c1 + · · ·+ ancn
n(n+ 1)

=

a1c1

[
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

N(N + 1)

]
+ a2c2

[
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

N(N + 1)

]
+ · · ·+ aNcN

1

N(N + 1)
<

< a1c1 +
1

2
a2c2 +

1

3
a3c3 + · · ·+ 1

N
aNcN = 2a1 + a2

c2
2

+ a3
c3
3

+ · · ·+ an
CN
N

< 2a1 + ea2 + ea3 + · · ·+ eaN .

Logo lim
N→∞

N∑
n=1

n
√
a1 · . . . · an 6 lim

n→∞
[2a1 + ea2 + ea3 + · · ·+ eaN ] = 2a1 +

∞∑
n=2

ean.

Portanto

∞∑
n=1

n
√
a1 · . . . · an 6 2a1 +

∞∑
n=2

ean < ea1 +

∞∑
n=2

ean = e

∞∑
n=1

an. �
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Problema 7 – Regra de L’Hôpital Discreta.

(a) Prove que se An é crescente e limAn = +∞ e se lim
an+1 − an
An+1 −An

= L, então lim
an
An

= L.

(b) Use o item (a) para deduzir que lim
n→∞

1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n

lnn
= 1 .

Solução – Resolvido (b) na SO: Seja L = lim
n→∞

an+1 − an
An+1 −An

. Vamos mostrar que lim
n→∞

an
An

= L.

Dado ε > 0, existe N tal que se n > N , então L− ε < an+1 − an
An+1 −An

< L+ ε.

Então temos que (L− ε)(An+1 −An) < an+1 − an < (L+ ε)(An+1 −An), para todo n > N .

Logo an + (L− ε)(An+1 −An) < an+1 < an + (L+ ε)(An+1 −An), para todo n > N .

Aplicando várias vezes a desigualdade da direita obtemos

an < an−1+(L+ε)(An−An−1) < an−2+(L+ε)(An−1−An−2)+(L+ε)(An−An−1) = an−2+(L+ε)(An−An−2) <

an−3 + (L+ ε)(An−2−An−3) + (L+ ε)(An−An−2) = an−3 + (L+ ε)(An−An−3) < . . . < aN + (L+ ε)(An−AN ).

De modo análogo podemos obter aN + (L− ε)(An −AN ) < an, para todo n > N .

Juntando esses dois fatos temos aN + (L− ε)(An −AN ) < an < aN + (L+ ε)(An −AN ), para todo n > N .

Dividindo tudo por An segue que
aN
An

+ (L− ε)
(

1− AN
An

)
<
an
An

<
aN
An

+ (L+ ε)

(
1− AN

An

)
, para todo n > N .

Como lim
n→+∞

An = +∞ temos que lim
n→+∞

aN
An

+(L−ε)
(

1− AN
An

)
= L−ε e lim

n→+∞

aN
An

+(L+ε)

(
1− AN

An

)
= L+ε.

Logo existem N1, N2 ∈ N tais que

aN
An

+ (L− ε)
(

1− AN
An

)
> L− 2ε, para todo n > N1 e

aN
An

+ (L+ ε)

(
1− AN

An

)
< L+ 2ε, para todo n > N2.

Seja N3 = max{N,N1, N2}. Então L− 2ε <
an
An

< L+ 2ε, para todo n > N3.

Portanto lim
an
An

= L. �

(b) Sejam an = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
e An = log n, onde log é o logaritmo natural.

Então temos que An é estritamente crescente, limAn = +∞ e lembrando que lim

(
1 +

1

n

)n
= e temos que

lim
n→∞

an+1 − an
An+1 −An

= lim
n→∞

1

n+ 1
log(n+ 1)− log n

= lim
n→∞

n

n+ 1

1

n log

(
1 +

1

n

) = lim
n→∞

n

n+ 1

1

log

(
1 +

1

n

)n = 1.

Usando o item (a) temos que lim
n→∞

an
An

= lim
n→∞

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
log n

= 1.

12



Problema 8 – Teste de Condensação de Cauchy. Seja (an) uma sequência decrescente com lim an = 0.

(a) Prove que

+∞∑
n=1

an converge se, e somente se,

+∞∑
n=1

2na2n converge.

(b) Use o item (a) para provar que a série

+∞∑
n=1

1

np
converge se p > 1 e diverge se p 6 1.

(c) Use os itens (a) e (b) para provar que a série

+∞∑
n=2

1

n(log n)p
converge se p > 1 e diverge se p 6 1.

Solução:

(a) =⇒ Suponhamos que

∞∑
n=1

an <∞. Sejam Sn =

n∑
k=1

ak = a1+a2+· · ·+an eM > 0 tal que Sn 6M, para todo n.

Como (an) é decrescente temos que
2a4 6 a3 + a4

4a8 6 a5 + a6 + a7 + a8

8a16 6 a9 + a10 + · · ·+ a16

· · ·

Somando as n− 1 primeiras desigualdades e depois somando a2 em ambos os lados, obtemos

a2 + 2a4 + 4a8 + · · ·+ 2n−1a2n 6 a2 + a3 + · · ·+ a2n 6M .

Multiplicando por 2 e depois somando a1 dos dois lados, temos

a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + · · ·+ 2na2n 6 a1 + 2M , para todo n.

Como a sequência das somas parciais é limitada, segue que a série de termos positivos a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + · · ·
converge.

⇐= Suponhamos que an ↓ 0 e a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + · · · <∞.

Seja M > 0 tal que a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + · · ·+ 2na2n 6M , para todo n.

Como (an) é decrescente segue que
a2 + a3 6 2a2

a4 + a5 + a6 + a7 6 4a4

a8 + a9 + · · ·+ a15 6 8a8

· · ·

Logo temos que a1 + a2 + a3 + · · ·+ a2n−1 6 a1 + 2a2 + 4a4 + · · ·+ 2n−1a2n−1 6M , para todo n.

Segue que a sequência das somas parciais Sn = a1 + a2 + · · · + an é não decrescente e tem uma subsequência

limitada.

Assim temos que (Sn) é não decrescente e limitada, o que implica que é convergente. Portanto

∞∑
n=1

an <∞. �
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(b) Se p 6 0, então
1

np
9 0 e, neste caso, a série

∞∑
n=1

1

np
diverge.

Se p > 0 temos que a sequência an =
1

np
é decrescente e tem limite zero.

Neste caso podemos aplicar o resultado do item (a) e observando que a2n =
1

(2n)
p =

1

2np
, temos que

∞∑
n=1

1

np
converge se, e somente se,

∞∑
n=1

2n
1

2np
converge.

Mas,

∞∑
n=1

2n
1

2np
=

∞∑
n=1

1

2np−n
=

∞∑
n=1

(
1

2p−1

)n
é uma série geométrica de razão

1

2p−1
que converge se, e somente se,

1

2p−1
∈ (−1, 1), ou seja, converge apenas nos casos em que 2p−1 > 1, isto é, se p > 1.

Portanto a série

+∞∑
n=1

1

np
converge se p > 1 e diverge se p 6 1. �

(c) Se p 6 0, então
1

n(log n)p
9 0 e, neste caso, a série

∞∑
n=1

1

n(log n)p
diverge.

Se p > 0 temos que a sequência an =
1

n(log n)p
é decrescente e tem limite zero. Neste caso podemos aplicar o

resultado do item (a) e observando que a2n =
1

2n(log 2n)
p =

1

2n(n log 2)
p =

1

2n(log 2)pnp
, temos que

∞∑
n=1

1

np
converge se, e somente se,

∞∑
n=1

2n
1

2n(log 2)pnp
converge.

Mas,

∞∑
n=1

2n
1

2n(log 2)pnp
=

∞∑
n=1

1

(log 2)pnp
=

1

(log 2)p

∞∑
n=1

1

np
que converge se p > 1 e diverge se p 6 1.

Portanto a série

+∞∑
n=1

1

n(log n)p
converge se p > 1 e diverge se p 6 1. �
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Problema 9 – Teorema de Schlömilch. Se gk é um sequência de inteiros positivos estritamente crescente tal

que para algum c > 0 e para todo k ∈ N, gk+1 − gk 6 c (gk − gk−1) e se an é uma sequência de termos positivos

estritamente decrescente, então

+∞∑
n=1

an converge se, e somente se,

+∞∑
n=1

(gn+1 − gn)agn converge.

Solução: O racioćınio será semelhante ao utilizado no Teste de Condensação de Cauchy.

Lembre que Sn = a1 + a2 + · · ·+ an e Tk = (g2 − g1)ag1 + (g3 − g2)ag2 + · · ·+ (gk+1 − gk)agk .

Então temos que

+∞∑
n=1

an = lim
n→∞

Sn e

+∞∑
n=1

(gn+1 − gn)agn = lim
k→∞

Tk.

=⇒ Supõe que
∑
an converge e que

∑
an = limSn = S. Se n > gk, então segue que

cSn > cSgk > c(ag1+1 + · · ·+ ag2) + c(ag2+1 + · · ·+ ag3) + · · ·+ c(agk−1+1 + · · ·+ agk) >

c(g2 − g1)ag2 + c(g3 − g2)ag3 + · · ·+ c(gk − gk−1)agk > (g3 − g2)ag2 + c(g4 − g3)ag3 + · · ·+ c(gk+1 − gk)agk .

Logo (g3 − g2)ag2 + c(g4 − g3)ag3 + · · ·+ c(gk+1 − gk)agk 6 cSn.

Somando (g2 − g1)ag1 dos dois lados temos que

(g2 − g1)ag1 + (g3 − g2)ag2 + c(g4 − g3)ag3 + · · ·+ c(gk+1 − gk)agk 6 (g2 − g1)ag1 + cSn.

Assim segue que Tk 6 (g2 − g1)ag1 + cSn.

Mas, k →∞⇒ gk →∞⇒ n→∞⇒ lim
k→∞

Tk 6 lim
n→∞

[(g2 − g1)ag1 + cSn]⇒ lim
k→∞

Tk 6 (g2 − g1)ag1 + cS.

Portanto

+∞∑
n=1

(gn+1 − gn)agn converge.

⇐= Supõe que
∑

(gn+1 − gn)agn converge e que
∑

(gn+1 − gn)agn = limTk = T . Se n 6 gk temos que

Sn 6 Sgk 6 (a1 + · · ·+ ag1−1) + (ag1 + · · ·+ ag2−1) + (ag2 + · · ·+ ag3−1) + · · ·+ (agk + · · ·+ agk+1−1) 6

(a1 + · · ·+ ag1−1) + (g2 − g1)ag1 + (g3 − g2)ag2 + · · ·+ (gk+1 − gk)agk .

Assim segue que Sn 6 (a1 + · · ·+ ag1−1) + Tk.

Mas, n→∞⇒ gk →∞⇒ k →∞⇒ lim
n→∞

Sn 6 lim
k→∞

[(a1 + · · ·+ ag1−1) + Tk]⇒ lim
n→∞

Sn 6 (a1+ · · ·+ag1−1)+T.

Portanto

+∞∑
n=1

an converge. �
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Abaixo temos alguns exemplos de sequências gk, conforme resultado acima.

Proposição: Seja (an) uma sequência de números positivos decrescente.

A série

∞∑
n=1

an converge se, e somente se, as série abaixo também convergem:

(a)

∞∑
n=1

3na3n (b)

∞∑
n=1

nan2 (c)

∞∑
n=1

n2an3 .

(a) Neste caso podemos aplicar o Teorema de Schlömilch para gk = 3k, c = 3, gn+1 − gn = 2 · 3n e

+∞∑
n=1

an converge ⇐⇒
+∞∑
n=1

2 · 3na3n converge ⇐⇒
+∞∑
n=1

3na3n converge.

(b) Neste caso podemos aplicar o Teorema de Schlömilch para gk = k2, c = 3, gn+1 − gn = 2n+ 1 e

+∞∑
n=1

an converge ⇐⇒
+∞∑
n=1

(2n+ 1)an2 converge ⇐⇒
+∞∑
n=1

nan2 converge, pois lim
n→∞

(2n+ 1)an2

nan2

= 2.

(c) Neste caso podemos aplicar o Teorema de Schlömilch para gk = k3, c = 7, gn+1 − gn = 3n2 + 3n+ 1 e

+∞∑
n=1

an converge ⇐⇒
+∞∑
n=1

(3n2 + 3n+ 1)an3 converge ⇐⇒
+∞∑
n=1

n2an3 converge, pois lim
n→∞

(3n2 + 3n+ 1)an3

n2an3

= 3.
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Problema 10 – IMC 2010. Sejam (xn)∞n=1 definida recursivamente por x1 =
√

5, xn+1 = x2n − 2, se n > 1.

Calcule lim
n→∞

x1 · x2 · · ·xn
xn+1

.

Solução: Seja yn = x2n. Então yn+1 = x2n+1 = (x2n − 2)2 = (yn − 2)2 e assim yn+1 − 4 = yn(yn − 4).

Como y2 = x22 = (x21 − 2)2 = (5− 2)2 = 9 > 5, temos y3 = (y2 − 2)2 > 5 e podemos mostrar que yn > 5 se n > 2.

Logo temos que yn+1 − yn = yn(yn − 4) + 4− yn = y2n − 5yn + 4 = yn(yn − 5) + 4 > 4, para n > 2.

Então lim yn = +∞. Como
yk

yk+1 − 4
=

1

yk − 4
para todo k > 1 temos que(

x1 · x2 · · ·xn
xn+1

)2

=
y1 · y2 · · · yn

yn+1
=
yn+1 − 4

yn+1
· y1 · y2 · · · yn
yn+1 − 4

=
yn+1 − 4

yn+1
· y1 · y2 · · · yn−1

yn − 4
=

yn+1 − 4

yn+1
· y1 · y2 · · · yn−2

yn−1 − 4
= · · · = yn+1 − 4

yn+1
· y1
y2 − 4

=
yn+1 − 4

yn+1
· 1

y1 − 4
=
yn+1 − 4

yn+1
· 1

5− 4
=
yn+1 − 4

yn+1

Como lim
n→∞

yn = +∞, segue que lim
n→∞

yn+1 − 4

yn+1
= 1 e, portanto, lim

n→∞

x1 · x2 · · ·xn
xn+1

= 1. �

Problema 11 – IMC 2011. Seja (an)∞n=0 uma sequência com
1

2
< an < 1 para todo n > 0.

Defina a sequência (xn)∞n=0 por x0 = a0, xn+1 =
an+1 + xn
1 + an+1xn

(n > 0).

Quais são os posśıveis valores de lim
n→∞

xn? Essa sequência pode ser divergente?

Solução: Provaremos, por indução, que 0 < 1− xn <
1

2n+1
. Com isso teremos que (1− xn)→ 0 e assim xn → 1.

Para n = 0 temos que
1

2
< x0 < 1, pois x0 = a0 e

1

2
< an < 1, para todo n > 0.

Agora supõe que o resultado vale até um certo n > 0, ou seja, 0 < 1− xn <
1

2n+1
.

Além disso, observe que
1− an+1

1 + an+1xn
<

1− 1

2
1 + 0

=
1

2
.

Então temos que

1− xn+1 = 1− an+1 + xn
1 + an+1xn

=
1 + an+1xn − an+1 − xn

1 + an+1xn
=

1− an+1

1 + an+1xn
(1− xn) <

1

2
· 1

2n+1
=

1

2n+2
.

Portanto xn converge e limxn = 1. �
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Problema 12 – IMC 2012. Considere a sequência definida por a0 = 1, a1 =
1

2
e an+1 =

na2n
1 + (n+ 1)an

, se n > 1.

Prove que a série

∞∑
k=0

ak+1

ak
converge e determine sua soma.

Solução: Observe que kak =
[1 + (k + 1)ak]ak+1

ak
=
ak+1

ak
+ (k + 1)ak+1, para k > 1. Então temos que:

n∑
k=0

ak+1

ak
=
a1
a0

+

n∑
k=1

[kak − (k + 1)ak+1] =
1

2
+ [a1 − 2a2] + [2a2 − 3a3] + [3a3 − 4a4] + [4a4 − 5a5] + · · ·+

[(n− 1)an−1 − nan] + [nan − (n+ 1)an+1] =
1

2
+ a1 − (n+ 1)an+1 =

1

2
+

1

2
− (n+ 1)an+1 = 1− (n+ 1)an+1.

Logo

∞∑
k=0

ak+1

ak
< 1 e como os termos desta série são todos positivos segue que ela converge.

Assim segue que a sequência
an+1

an
converge para zero e assim temos que existe n0 tal que n > n0 implica

an+1

an
<

1

2
,

ou seja, an+1 <
an
2

.

Então temos que an <
an0

2n−n0
, para todo n > n0 e assim nan <

nan0

2n−n0
para todo n > n0.

Logo 0 6 limnan 6 lim
nan0

2n−n0
= 0 e assim limnan = 0.

Portanto

∞∑
k=0

ak+1

ak
= lim
n→∞

n∑
k=0

ak+1

ak
= lim
n→∞

[1− (n+ 1)an+1] = 1− 0 = 1 .�
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Problema 13. Qual é a condição que os números reais positivos a, b e c devem satisfazer para que a série convirja?

∞∑
n=1

(
n
√
a−

n
√
b+ n
√
c

2

)

Solução: Lembre que
1

1 + x
<

ln(1 + x)

x
< 1 se x > 0.

Usando o resultado acima podemos provar que se a > 0, então lim
n→∞

n( n
√
a− 1) = ln a.

Considere a > 1 e a sequência an = n
√
a− 1.

Então an > 0 e fazendo x = an nas inequações acima segue que:
1
n
√
a
<

ln( n
√
a)

n
√
a− 1

< 1.

Como lim n
√
a = 1 segue, pelo teorema do confronto, que lim

ln( n
√
a)

n
√
a− 1

= 1.

Mas ln( n
√
a) =

ln a

n
e assim lim

ln a

n( n
√
a− 1)

= 1.

Portanto lim
1

n( n
√
a− 1)

=
1

ln a
e assim limn( n

√
a− 1) = ln a.

O caso 0 < a < 1 pode ser feito de modo similar.

Considere três números reais positivos a, b e c. Então

lim
n→∞

n
√
a−

n
√
b+ n
√
c

2
1

n

= lim
n→∞

 n
√
a− 1
1

n

−
n
√
b− 1 + n

√
c− 1

2

n

 = ln a− 1

2
(ln b+ ln c) = ln

a√
bc
.

Se a >
√
bc então os termos da série em estudo são positivos a partir de um certo termo e diverge, por comparação

com a série harmônica
∑ 1

n
.

Se a <
√
bc então os termos da série em estudo são negativos a partir de um certo termo e diverge, por comparação

com a série
∑(
− 1

n

)
.

Agora se a =
√
bc temos que

∞∑
n=1

(
n
√
a−

n
√
b+ n
√
c

2

)
= −1

2

∞∑
n=1

(
2n
√
b− 2n

√
c
)2
.

Já que lim

 2n
√
b− 1− 2n

√
c+ 1

1

2n


2

= (ln b− ln c)2, a série converge por comparação com a série
∑ 1

n2
. �
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Problema 14 – IMC 2014. Considere a sequência (an)∞n=1 = (1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4, 5, 1, . . .).

Encontre todos os pares de números reais positivos (α, β) tais que lim
n→∞

Sn
nα

= β, onde Sn =

n∑
k=1

ak.

Solução: Lembre que tk = 1 + 2 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2
=

(
k + 1

2

)
.

Além disso,

n∑
k=1

tk =

n∑
k=1

(
k + 1

2

)
=

(
2

2

)
+

(
3

2

)
+ · · ·+

(
n

2

)
+

(
n+ 1

2

)
=

(
n+ 2

3

)
. ?

De fato, considere o conjunto A = { 1, 2, . . . , n+1, n+2 }. Então A possui

(
n+ 2

3

)
subconjuntos com 3 elementos.

Agora calcule os subconjuntos de A com 3 elementos em que: n é o menor elemento; n− 1 é o menor elemento;...;

2 é o menor elemento; 1 é o menor elemento e obtenha o lado esquerdo da igualdade ?.

Note que atn é a primeira vez que n aparece na sequência an.

Vamos calcular o limite de uma subsequência de bn =

∑n
k=1 ak
nα

:

btn :=

∑tn
k=1 ak
tαn

=

∑n
k=1 tk
tαn

=

(
n+2
3

)(
n+1
2

)α =

n(n+ 1)(n+ 2)

6[
n(n+ 1)

2

]α =
2αn3(1 + 1/n)(1 + 2/n)

6n2α(1 + 1/n)α
.

O limite da subsequência btn existe e é finito se, e somente se, 2α = 3, ou seja, α =
3

2
e neste caso limn btn =

√
2

3
.

Logo (α, β) =

(
3

2
,

√
2

3

)
é o único par candidato à solução do problema e provaremos que é de fato a solução.

Seja t um inteiro positivo no intervalo [ tn + 1, tn+1 ], ou seja, t = tn +m para algum 1 6 m 6 n+ 1.

Então temos que bt =

(
n+2
3

)
+
(
m+1
2

)[(
n+1
2

)
+ m

]3/2 e então

(
n+2
3

)[(
n+1
2

)
+ n + 1

]3/2 6 bt 6

(
n+2
3

)
+
(
n+2
2

)[(
n+2
2

)
+ 1
]3/2 .

Logo
n3

6
(1 + 1/n)(1 + 2/n)

n3

23/2

[
1 +

3

n
+

2

n2

]3/2 6 bt 6
n3

6

[
(1 + 1/n)(1 + 2/n) + 3(1/n+ 3/n2 + 2/n3)

]
n3

23/2
[1 + 3/n+ 2/n2]

3/2

.

Como os extremos das inequações acima tem limite

√
2

3
segue que lim bn =

√
2

3
. �
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Problema 15 – IMC 2015. Considere a sequência F (0) = 0, F (1) =
3

2
e F (n) =

5

2
F (n−1)−F (n−2), se n > 2.

A soma da série

∞∑
n=0

1

F (2n)
é um número racional?

Solução: A equação caracteŕıstica da recorrência é x2 =
5

2
x− 1 cujas ráızes são x1 = 2 e x2 =

1

2
= 2−1.

Logo F (n) = C1 · 2n +C2 · 2−n. Como F (0) = 0 e F (1) =
3

2
segue que C1 = 1 e C2 = −1 e assim F (n) = 2n− 2−n.

Se m ∈ N = {1, 2, . . .}, então pode ser escrito de modo único na forma m = 2n(2k+1), com n, k ∈ Z, n > 0, k > 0.

Então
∞∑
n=0

1

F (2n)
=

∞∑
n=0

1

22n − 2−2n
=

∞∑
n=0

1

22n
1

1−
(

1

2

)2n+1 =

∞∑
n=0

(
1

2

)2n ∞∑
k=0

[(
1

2

)2n+1]k
=

∞∑
n=0

(
1

2

)2n ∞∑
k=0

(
1

2

)2k·2n

=

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(
1

2

)2n(2k+1)

=

∞∑
m=1

(
1

2

)m
= 1. �

Problema 16 – IMC 2016.

Seja (x1, x2, . . .) uma sequência de números reais positivos satisfazendo

∞∑
n=1

xn
2n− 1

= 1.

Prove que

∞∑
k=1

k∑
n=1

xn
k2
6 2.

Solução: Trocando a ordem dos somatórios temos que

∞∑
k=1

k∑
n=1

xn
k2

=
∑

16n6k

xn
k2

=

∞∑
n=1

(
xn

∞∑
k=n

1

k2

)
.

Além disso,

∞∑
k=n

1

k2
6
∞∑
k=n

1

k2 − 1

4

=

∞∑
k=n

 1

k − 1

2

− 1

k +
1

2

 = lim
m→∞

m∑
k=n

 1

k − 1

2

− 1

k +
1

2

 =

lim
m→∞


 1

n− 1

2

− 1

n+
1

2

+

 1

n+
1

2

− 1

n+
3

2

+

 1

n+
3

2

− 1

n+
5

2

+ · · ·+

 1

m− 3

2

− 1

m− 1

2

+

 1

m− 1

2

− 1

m+
1

2


 =

lim
m→∞

 1

n− 1

2

− 1

m+
1

2

 =
1

n− 1

2

=
2

2n− 1
.

Assim temos que

∞∑
k=1

k∑
n=1

xn
k2

=

∞∑
n=1

(
xn

∞∑
k=n

1

k2

)
6
∞∑
n=1

(
xn

2

2n− 1

)
=

∞∑
n=1

2xn
2n− 1

= 2

∞∑
n=1

xn
2n− 1

= 2 · 1 = 2. �
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Problema 17 – IMC 2015. Prove que
∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

< 2.

Solução: Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos que
√
n(n+ 1) <

n+ (n+ 1)

2
.

Logo 1 < 2(n+ 1)− 2
√
n(n+ 1) e dividindo por

√
n(n+ 1) segue que

1√
n(n+ 1)

<
2√
n
− 2√

n+ 1
.

Mas
1√

n(n+ 1)
<

2√
n
− 2√

n+ 1
⇒

m∑
n=1

1√
n(n+ 1)

<

m∑
n=1

[
2√
n
− 2√

n+ 1

]
⇒

∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

<

∞∑
n=1

[
2√
n
− 2√

n+ 1

]
.

Note que

m∑
n=1

[
2
√
n
−

2
√
n+ 1

]
=

[
2
√
1
−

2
√
2

]
+

[
2
√
2
−

2
√
3

]
+

[
2
√
3
−

2
√
4

]
+ · · ·+

[
2

√
m− 1

−
2
√
m

]
+

[
2
√
m
−

2
√
m+ 1

]
= 2−

2
√
m+ 1

Então

∞∑
n=1

[
2√
n
− 2√

n+ 1

]
= lim
m→∞

[
2− 2√

m+ 1

]
= 2 segue que

∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

< 2. �

Problema 18 – IMC 2018. Sejam (an)∞n=1 e (bn)∞n=1 duas sequências de números positivos.

Mostre que as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) Existe uma sequência (cn)∞n=1 de números positivos tal que

∞∑
n=1

an
cn

e

∞∑
n=1

cn
bn

são ambas convergentes.

(2)

∞∑
n=1

√
an
bn

converge.

Solução – SO: Note que uma série de termos positivos ou é limitada e portanto converge ou diverge a infinito.

Neste caso, dizer que a soma é menor do que infinito equivale a dizer que converge.

(1) =⇒ (2): Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos que

√
an
bn

=

√
an
cn
· cn
bn
6

1

2

(
an
cn

+
cn
bn

)
.

Logo temos que

∞∑
n=1

√
an
bn
6
∞∑
n=1

[
1

2

(
an
cn

+
cn
bn

)]
=

1

2

∞∑
n=1

an
cn

+
1

2

∞∑
n=1

cn
bn

<∞. Portanto

∞∑
n=1

√
an
bn

converge.

(2) =⇒ (1): Seja cn =
√
anbn. Então

an
cn

=
cn
bn

=

√
an
bn

.

Por hipótese a série

∞∑
n=1

√
an
bn

converge e assim as séries

∞∑
n=1

an
cn

e

∞∑
n=1

cn
bn

também convergem. �
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Problema 19 – IMC 2019. Calcule o produto
∞∏
n=3

(n3 + 3n)2

n6 − 64
.

Solução: Seja an =
(n3 + 3n)2

n6 − 64
.

Observe que

an =
(n3 + 3n)2

(n3 − 8)(n3 + 8)
=

n2(n2 + 3)2

(n− 2)(n2 + 2n+ 4)(n+ 2)(n2 − 2n+ 4)
=

n

n− 2
· n

n+ 2
· n2 + 3

(n− 1)2 + 3
· n2 + 3

(n+ 1)2 + 3
.

Logo, para N > 3, temos que

∞∏
n=3

(n3 + 3n)2

n6 − 64
=

(
N∏
n=3

n

n− 2

)(
N∏
n=3

n

n+ 2

)(
N∏
n=3

n2 + 3

(n− 1)2 + 3

)(
N∏
n=3

n2 + 3

(n+ 1)2 + 3

)
.

Vamos calcular cada um desses quatro produtórios separadamente

N∏
n=3

n

n− 2
=

3

1
· 4

2
· 5

3
· 6

4
· · · N − 2

N − 4
· N − 1

N − 3
· N

N − 2
=
N(N − 1)

1 · 2

N∏
n=3

n

n+ 2
=

3

5
· 4

6
· 5

7
· 6

8
· · · N − 2

N
· N − 1

N + 1
· N

N + 2
=

3 · 4
(N + 1)(N + 2)

N∏
n=3

n2 + 3

(n− 1)2 + 3
=

32 + 3

22 + 3
· 42 + 3

32 + 3
· 52 + 3

42 + 3
· 62 + 3

52 + 3
· · · (N − 2)2 + 3

(N − 3)2 + 3
· (N − 1)2 + 3

(N − 2)2 + 3
· N2 + 3

(N − 1)2 + 3
=
N2 + 3

22 + 3

N∏
n=3

n2 + 3

(n+ 1)2 + 3
=

32 + 3

42 + 3
· 42 + 3

52 + 3
· 52 + 3

62 + 3
· 62 + 3

62 + 3
· · · (N − 2)2 + 3

(N − 1)2 + 3
· (N − 1)2 + 3

(N)2 + 3
· N2 + 3

(N + 1)2 + 3
=

32 + 3

(N + 1)2 + 3

Logo temos que

N∏
n=3

(n3 + 3n)2

n6 − 64
=
N(N − 1)

1 · 2
· 3 · 4

(N + 1)(N + 2)
· N

2 + 3

22 + 3
· 32 + 3

(N + 1)2 + 3
=

72

7
· N(N − 1)(N2 + 3)

(N + 1)(N + 2)[(N + 1)2 + 3]

Portanto

∞∏
n=3

(n3 + 3n)2

n6 − 64
= lim
N→∞

N∏
n=3

(n3 + 3n)2

n6 − 64
= lim
N→∞

72

7
·

1 ·
(

1− 1

N

)(
1 +

3

N2

)
(

1 +
1

N

)(
1 +

2

N

)[(
1 +

1

N

)2

+
3

N2

]
 =

72

7
. �
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Problema 20 – IMC 2019. Seja C = {4, 6, 8, 9, 10, . . .} o conjunto dos inteiros positivos compostos.

Para cada n ∈ C, seja an o menor inteiro positivo k tal que k! é diviśıvel por n.

Determine se a série abaixo converge: ∑
n∈C

(an
n

)n
.

Solução: Observe que

a4 = 4, a6 = 3, a8 = 4, a9 = 6, a10 = 5, a12 = 4, . . . e
a4
4

= 1,
a6
6

=
1

2
,
a8
8

=
1

2
,
a9
9

=
2

3
,
a10
10

=
1

2
,
a12
12

=
1

3
, . . .

Provaremos que
an
n
6

2

3
, para n > 4 e assim

∑
n∈C

(an
n

)n
=
(a4

4

)4
+

∑
n∈C,n>4

(an
n

)n
6 1 +

∑
n∈C,n>4

(
2

3

)n
< 1 +

∞∑
n=5

(
2

3

)n
= 1 +

(2/3)5

1− 2/3
=

113

81
.

Com isso teremos provado que a série converge.

Agora provaremos que
an
n
6

2

3
, para n > 4 e assim

1o caso n tem pelo menos dois divisores primos distintos.

Então n pode ser fatorado como n = ab com a, b > 2 e a e b são relativamente primos.

Supõe, sem perda de generalidade, que a > b.

Como a|a! e b|b!|a!, assim n = ab|a!, então an 6 a e assim
an
n
6
a

n
=

1

b
6

1

2
.

2o caso n é o quadrado de um primo, n = p2 para algum primo p > 3.

Como p2|(p · 2p)|(2p)! segue que an = 2p e assim
an
n

=
2p

p2
=

2

p
6

2

3
.

3o caso n é a potência de um primo, n = pk para algum primo p e k > 3.

Note que pk|(p · p2 · · · pk−1) e assim an 6 pk−1 e assim
an
n
6
pk−1

pk
=

1

p
6

1

2
. �
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Problema 21 – IMC 2018. Seja (an)∞n=0 a sequência de números reais a0 = 0 e a3n+1 = a2n − 8 para n > 0.

Prove que a série abaixo é convergente: ∞∑
n=0

|an+1 − an|.

Solução: Estimaremos o quociente entre |an+2 − an+1| e |an+1 − an|.

Afirmamos que −2 6 an 6 − 3
√

4, para n > 1.

−2 6 an an = 3

√
a2n−1 − 8 > 3

√
−8 = −2.

an 6 −4 Provaremos por indução em n. Temos que a1 = −2 = 3
√

8 < − 3
√

4.

Agora supõe que −2 6 − 3
√

4 < 0, então an+1 = 3
√
a2n − 8 6 3

√
22 − 8 = − 3

√
4.

Usando a identidade x3 − y3 = (x− y)(x2 + xy + y2) e a definição de an temos que

(a2n+2 + an+2an+1 + a2n+1) · |an+2 − an+1| = |a3n+2 − a3n+1| = |(a2n+1 − 8)− (a2n − 8)| = |an+1 + an| · |an+1 − an|.

Como −2 6 an 6 − 3
√

4 temos que a2k > 42/3, ak+1ak > 42/3 e |ak+1 + ak| 6 4, para todo k.

Logo a2n+2 + an+2an+1 + a2n+1 > 3 · 42/3 e |an+1 + an| 6 4.

Então temos que 3 · 42/3 · |an+2 − an+1| 6 4 · |an+1 − an|.

Assim segue que |an+2 − an+1| 6
4

3 · 42/3
· |an+1 − an| =

3
√

4

3
|an+1 − an|.

Por indução podemos verificar que |an+1 − an| 6

(
3
√

4

3

)n−1
|a2 − a1|.

Portanto

∞∑
n=0

|an+1 − an| 6 |a1 − a0|+
∞∑
n=1

(
3
√

4

3

)n−1
|a2 − a1|.

Como

∞∑
n=1

(
3
√

4

3

)n−1
|a2 − a1| é uma série geométrica com razão q =

3
√

4

3
∈ (−1, 1) , ela converge e assim a série

∞∑
n=0

|an+1 − an| também converge. �
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