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Resumo

Nesta aula resolveremos problemas sobre sequéncias e séries de ntiimeros reais.



Problema 1. Seja A o conjunto dos inteiros positivos que néo tém o algarismo a € {0, 1, ..., 9} na sua repre-

sentacao decimal.

1
(a) Mostre que E — converge.
n
neA

1
(b) Determine todos os valores de « tais que E — converge.
n
neA

Problema 2. Considere a sequéncia definida por ¢g =0,c1 =1ec¢, =c¢n_1 +¢cn_2 paran > 2.

+oo
Encontre a fun(;éo f tal que f(.’L') = Z Ck.’L‘k € uma expresséo para o termo geral Cn.
k=0

Problema 3. Seja (f,,)22, a sequéncia de Fibonacci definida por fo =0, fi =1 e fo41 = fn + fn_1 paran > 1.

(a) Se S, = > _ f2,
k=1

n+1

(b) Calcule Z 7

n=1 fn+2

(c) Calcule Zarctam

f2n
oo
Problema 4. Sejam Z a, uma série de termos positivos divergente e S, = Z ak.
n=1
(a) Mostre que Z converge se /3 > 0.
S”Sn 1

(b) Mostre que Z — dlverge se a < 1 e converge se a > 1.

n= 1

an . —  an
(¢) Se S, > 1, para todo n > 1, entao E "+ diverge e E ————— converge se a > 1.
« SpIn S, = 8, In" S,

oo o0
Problema 5. Sejam E a, uma série de termos positivos convergente e r, = E ag.
n=1 k=n+1

Mostre que Z

n2n1

converge se a < 1 e diverge se a > 1.

Problema 6 — Desigualdade de Carleman.

Mostre que se (a, )52, é uma sequéncia de nimeros reais positivos, entao E Vvay-oa, <e E Q-

n=1 n=1



Problema 7 — Regra de L’Ho6pital Discreta.

Gpt1 — @ _ .. a
nt " — [, entdolim — = L.

(a) Prove que se A,, é crescente e lim A4,, = 400 e se lim ————
AnJrl - An An

=1.

1+ 41441
(b) Use o item (a) para deduzir que lim 23 n
n—00 Inn

Problema 8 — Teste de Condensacao de Cauchy. Seja (a,) uma sequéncia decrescente com lim a,, = 0.

+oo +oo
(a) Prove que Z ay converge se, e somente se, Z 2" agn converge.
n=1 n=1
—+o0
(b) Use o item (a) para provar que a série Z —p converge se p > 1 e diverge se p < 1.
n=1
+oo 1
(¢) Use os itens (a) e (b) para provar que a série Z ——— converge se p > 1 e diverge se p < 1.
= n(logn)?

Problema 9 — Teorema de Schlémilch. Se g; é um sequéncia de inteiros positivos estritamente crescente tal
que para algum ¢ > 0 e para todo k € N, gp+1 — gr < ¢(gr — gk—1) € se a, é uma sequéncia de termos positivos
estritamente decrescente, entao

+oo 400

E a, converge se, ¢ somente se, E (gn—i-l — gn)agn converge.
n=1 n=1

Problema 10 — IMC 2010. Sejam (x,,)°; definida recursivamente por z; = v/5, 2,11 = 22 —2,se n > 1.

. X1 T Ty
Calcule lim ————.
n—oo Tn+1

1
Problema 11 — IMC 2011. Seja (a,)52, uma sequéncia com 3 <an < 1 para todo n > 0.

. Gn+1+ T
Defina a sequéncia (z,,)22, por To = g, Tnt1 = St Ty > 0).
1+ Up41Tn

Quais sao os possiveis valores de lim z,? Essa sequéncia pode ser divergente?
n—oo

2
na;,

— " sen>1.
1+ (n+1a,

1
Problema 12 — IMC 2012. Considere a sequéncia definida por ag = 1,a; = 3 €ant] =

oo
, . Q41 .
Prove que a série E converge e determine sua soma.
ag
k=0 ’

Problema 13. Qual é a condicao que os niimeros reais positivos a, b e ¢ devem satisfazer para que a série convirja?

2



Problema 14 — IMC 2014. Considere a sequéncia (a,)5>, =(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4, 5,1, ...).

n
. . . .Sy
Encontre todos os pares de ntimeros reais positivos (a, 8) tais que lim — = 3, onde S,, = E ag.
n—oo N
k=1

3 )
Problema 15 — IMC 2015. Considere a sequéncia F'(0) =0, F(1) = 3@ F(n) = §F(n— 1)—F(n—2),sen > 2.

é um numero racional?

=1
A soma da série Z
n=0 F(2 )

Problema 16 — IMC 2016.

o0
Ln

=1
2n—1

Seja (z1, x2, ...) uma sequéncia de nimeros reais positivos satisfazendo E

n=1
co k z
Prove que Z Z k—; <2
k=1n=1

> 1
Problema 17 — IMC 2015. Prove que —_— <2
4 ; NZCE)

Problema 18 — IMC 2018. Sejam (a,,)22; e (b,)22; duas sequéncias de niimeros positivos.

Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

E
E

sao ambas convergentes.
n

=

00 ')
. A . ’ s a c
(1) Existe uma sequencla (Cn)zozl de numeros pOSlthOS tal que E e E
n=1 n=1

Cn
= [a
(2) Z b—" converge.
n=1 n
n3 + 3n)?

Problema 19 — IMC 2019. Calcule o produto H ( )
nb —
=3

Problema 20 — IMC 2019. Seja C = {4, 6, 8, 9, 10, ...} o conjunto dos inteiros positivos compostos.
Para cada n € C| seja a,, 0 menor inteiro positivo k tal que k! é divisivel por n.

. - . an\"
Determine se a série abaixo converge: E (i) .

n
neC

Problema 21 — IMC 2018. Seja (a,)52, a sequéncia de niimeros reais ag = 0 e al | = a2 — 8 para n > 0.

0o
Z |an+1 - an|-
n=0

Prove que a série abaixo é convergente:

Problema 22. Seja (a,) uma sequéncia decrescente com lima, =0 e f: N* — R uma funcao decrescente.

+oo +oo
(a) Prove que E an converge se, € somente se, E 3"a3n converge.
n=1 n=1

= () LG
(b) Use o item (a) para provar que a série Z se, e somente se, a série Z 3" converge.
“— logn — log(3")
“+o0
(¢) Prove que Z f(p) converge se, e somente se, Z IJ:)(gn:L converge.

p primo n=2



Problema 1. Seja A o conjunto dos inteiros positivos que néo tém o algarismo a € {0, 1, ..., 9} na sua repre-

sentacao decimal.
1
(a) Mostre que E — converge.
n
neA

1
(b) Determine todos os valores de « tais que E — converge.
n
neA

Solucao — Resolvido na SO: (a) Vamos dividir em dois casos: a =0 e a # 0.

e a=0: Seja A, = {n € N : n tem k algarismos, mas n nao tem o algarismo 0 na sua representagdo decimal}.

o0
Neste caso Ay, tem 9% elementos e A = U A} (unido disjunta) e se © € Ay, entdo z > > 10F 1,
k=1
Assim segue que Z Z Z —<Z _9+9—2+ 9 = 90.
10’“ 1 10 1
neA k=1 nEAy 1——

10

e a#0: Seja Ap = {n € N : n tem k algarismos, mas n nao tem o algarismo a na sua representacao decimal}.

o0

Neste caso Ay, tem 8- 957! elementos e A = U Ay (unido disjunta) e se © € Ay, entdo x > > 10F1.
k=1
8. gk—1 8-9 8
Assim segue que Z Z Z Z ToF T = +W+.“: T = 80.
=y L S =y 1—-—
10
(b) Vamos considerar apenas o caso a # 0, o caso a = 0 é andlogo.
T 89 o Strica d io — 1 9
emos que Z Z 100D é uma série geométrica de razao oo Que converge se > logg 9.

nEA

Agora note que se z tem k algarismos, entdo r < 10¥ — 1 e assim

Cgk—1 © o qk-1
LELANRNS o ttrica d 9 e di log1, 9.
— ———— é uma série geométrica de razdao —— que diverge se O[ O,
10F — D)o~ £= 1ok 8 10o 4 8 810
o0

1
Portanto E — converge se a > log;( 9 e diverge se a < log;,9. U
n
k=1



Problema 2. Considere a sequéncia definida por ¢o =0,¢1 =1 e ¢, = ¢p—1 + cp—o paran > 2.

—+oo
Encontre a fungao f tal que f(LL') = Z Ckl'k € uma expresséo para o termo geral Cn.
k=0

Solugao: Escreveremos apenas f ao invés de f(z). Como ca = ¢1 +¢o = 1 e ¢g = 0 comegaremos a série em k = 1.

“+oo “+o0 “+oo +oo +oo
f= chxk = f=ciz+cox® + chxk =z 42?4 Z [cho1 +cpo]ah =2+ 2% + ch_lxk + ZCk_ka
k=1 k=3 k=3 k=3 k=3
400 “+ o0 400 “+o00
f=x+x2—|—chxk+1 —&—chxk"‘Q :m—l—xQ—i—chkxk—&—xQchxk =o+ 22 +a(f —x)+2°f
k=2 k=1 k=2 k=1
Assim segue que f = v+2?+a(f—x)+22f = f=v+a’+of—2?+22f = (1-z2—2))f =2 = f(x) = 1—;7—302

2

1++5 1-5
e 3= .

—x — 1 =0 tem como solugoes o = 5 >

A equagao x

Note que a+3=1,a-f=-1l,a—B=+Vbeassiml—z—22=1—(a+B)r+a-pz?=(1—azr)(l - pz).

7 . x 1 1 1
Além dlSSO, f(ﬂf) = m = % |:1 ~ar — 1 —ﬁ$:| .

Agora podemos usar a série geométrica para obter a série de poténcias de f:

1 1 1 1| = 1 = PR

k=0 k=0 k=0 k=0
k k
o — 1 5 —1 5

Portanto ¢, = \/55 para todo k > 0, onde o = +2\[ ef= %f
Proposigao: A sequéncia ¢, satisfaz as seguintes propriedades:

(a) cp_16ny1 — 2 = (—1)", para todo n > 1.

(b) cni1Cni2 — cnCnrz = (=1)"*1 para todo n > 0.

() & +c+--+c2 =cpcni1, para todon > 1.
Solugao: (a) De fato, para n = 1 temos que ¢;_1¢141 — 3 =coea —c3 =0-1—-12 = -1 = (-1)L.

Agora supoe que cgx_1ck+1 — ¢z = (—1)" vale para um certo k > 1. (HI)

Para k + 1 temos que

HI

Chg1-1Ckt141 — Cpyq = CkChpz — Copq = Ck(Ck + Chg1) — CRyq = € — Chp1 (Chg1 — Ck) = € — Chp1Cp—1 ="0=
—(ck—1¢rr1 — c2) = —(=1)¥ = (=1)¥*1. Portanto vale o resultado. O

(b) Exercicio.

(c) Para n = 1 temos que ¢? = 12 = ¢;cy

Agora supoe que ¢} + 3 + -+ + ¢ = cxcp41 vale para um certo k > 1. (HI)

Para k£ + 1 temos que

2, 2 2 | .2 HI 2
e+ Gt Gy = = ChCha1 + Coyy = Chp1(Ch F Chp1) = Chp1Cht2.

Portanto vale o resultado. O



Problema 3. Seja (f,,)22, a sequéncia de Fibonacci definida por fo =0, fi =1 e fo41 = fn + fn_1 paran > 1.

a) Se S, = 12, . b) Calcule —_ c) Calcule arctan —.
(a) ; k 2.5, (b) ; Fifoa (c) ;
n _ an -1
Solugao: Vimos que f, = a\/; para todo n > 0, onde o = +2\/5 ef= %\/5

3

/B n
Frsn . antl_pntl a a—p3 (a)
= lim — =1 — =

ﬂ n
“‘ﬁ(a) Ca-0

Logo  lim. f ot Tan— g nbkan 1(5)“"1220 , (ﬁ>n =1 0"
@ @
n 1
Entao lim f =— =48

n—oo fn41 (6%
(a) Vimos acima que S, = ff + f3 4+ + f2 = fufnt1.

m m

2n

1 " fn 1fn+1 f - fn—l o fn o
Para m > n, temos que nz:l Z - Z { a an} =
[fb]fij|+|:%%]+|:§z]fzj|++ fm7/{ fm/ fm 1 fm :@7 fm :97 fm
fi 2 2 /3 3 /Ja Jm1 S m Jmt1 fi fmr 1 fmn
(D" (D - () fm 5 V51
Portanto 7; 5. mlgnmnz::l 5. - mlgnoo; S n}gnoo—fmﬂ =-03= g

1 n+1

(b) Para m > n, temos que Z I
nJn+2

fav1fosz = fafuss _ - |:fn+1 . fn+3] _
nZ:l fn+2 Z In fn+2

fm

fm+1

At

fmj/ fm+3 é + é - fm+2 - fm+3 —3_ fm+2

_ fm+3

{ fvy/_fm+2}

[P ZE 2 Vs

)n—i—l

fn+2 m—>oo fm+1 fm,—i—Q

Portanto Z = lim Z )”+1 = lim |[3— Fmt2 — Jms — Jm =3—-2a=2— \/5
fnfnso  m—oo fn B B .

fm+1

x
(¢) Usando a identidade arctan z — arctany = arctan (1

arctan — arctan = arctan (fzn+2—fzn+1> = arctan f27n = arctan
Jont1 fonyo + font1font2 fonfon+3 Jan+3
m—1 m—1
Logo Z {arctan — arctan } = Z arctan
=0 Jant1 Jan+2 =0 Jon+3
1 m—1
Para simplificar a notacao seja arctan f— = a, e assim temos que: Z [a2n41 — G2ni2] = Z A2n+3-
P n=0

m fmi2 | ho fo fmir e Jm+1

fm+2

g ) e a parte (b) da Proposigao acima segue que:
ry

Entao [a1 — as] + (a3 — as] + [a5 — as] + - - -+ [@2m—3 — G2m—2] + [@2m—1 — G2m]| = az+ a5+ a7+ - -+ a2m—1 + G2m1.

Segue que ag + aq4 + -+ + Ay = A1 — A2 41-

1 1 1 1
Portanto Z arctan — o W%gnm Z E = lim {arctan E — arctan f2m+1:| %

n=1



o0
Problema 4. Sejam Z a, uma série de termos positivos divergente e S, = Z ak.

n=1

(a) Mostre que Z

converge se 3 > 0.
szSﬁ ;

(b) Mostre que Z — dlverge se a < 1 e converge se a > 1.

n= 1

an . —  an
(¢) Se S, > 1, para todo n > 1, entdo E 2+ diverge e E ————— converge se a > 1.
« SpIn S, = 8, In" S,

Solucao — Resolvido na SO os itens (a) e (b). No item (b) faltou a = 1:
Gnp, o Sn - Snfl
SnSny  SuSi1

(a) Temos que

1
Seja p um inteiro positivo tal que — < #. Como lim S,, = +00, segue que existe ng tal que n > ng implica S, _1 > 1.
p

Logo temos que nﬁ < aq 7, Sen > no. Provaremos a convergéncia da série com termo geral 7?/1).
SnSn_1 SnS, SnS,0
Para i i da desigualdade — 2 < p [ -1 ! s cquivalenten 1- 571 < p (1 S
ara isso precisaremos da desigualdade 5 1/p1 <p Sl/pl — S/ que é equivalente a 1— 5 S pl1l— s )
Mas1—a? <p(l—z)se0 <z <1
Snfl 1/p Snfl Srlz/—pl
= — < —
Fazendo = ( S ) segue que 1 5 S pll 5! |
Entao temos que f: In < P f: Lo )
n=2 S Sl/p h n=2 S:L/jjl S”ll/p
1 1 n 1 1 T 1 1 N 1 1 1 1
p — — oo 7) JE 7} —_——_— — p RN —
CHECH Sy/7 sy” S)ry S Sty Sl CHEC e

" a, ) 1 1 p
Logo lim ———— < lim p — = .
m—oo £~ g Sl/P m—>o0 (Sll/P S7ln/P> Sll/:l’

Qnp

, . Qnp
Portanto a série E Py converge e 0 mesmo vale para a série E S 57 /3

n=2 ~n-n—1
(b) Vamos considerar os seguintes casos: a > 1, =1 ea < 1.

Para o = 2 apresentamos uma prova especifica, mesmo ja tendo sido provado o caso a > 1.

an an,
a > 1| Neste caso — < ———— paran > 2.
- Sﬁ‘ ~ SnS,‘lel =

Pelo item(a) segue que a série Z 1 converge, pois o — 1 > 0.

SS“

Logo Z —— converge e, portanto Z — também converge.

n2 nl



a a a a S
Vamos provar que ntl | Cnd2 | Tnedd Ly St >1- —.

Sn+1 Sn+2 Snis Sntp Stp
De fato, 1 = Shntp = Snt@ny1 + Gnta - 4 Angyp _ Sn + an+1 n An+42 NI An+p <
Sn+p Shtp Sntp  Sn+p  Snap Sn+p
Sn Gn+1 | Apy2 +... Qntp
Sn+p Sn-l—l Sn+2 Sn—i—p
. aq a9 as QA
Agora considere T),, = — + — 4+ — 4+ + —
: ™S Sy S S

oo
~ , ~ . . . ’I’L
Vamos mostrar que T;, nao é uma sequéncia de Cauchy e assim ela diverge e, portanto, E S— diverge.

1 S 1
Dado ¢ = 3» como lim S,, = 400, segue que dado ng € N, existe p € N tal que Sy, = 255, ou seja, —— < 3
no+p
a a a S.
Logo temos que [Tyo4p — Tho| = Znotl | Zrmod? 4o Tnedh 5 PMo 51 2 = 2 6 assim segue o resultado.
Sno+1 Sno+2 Sno+p Snoﬂ? 2 2

1 1 = a = a = a
a < 1| Neste caso temos que S < S, entdo — < — e assim g s E — . Portanto E — diverge.
due on = on Sa S, Sg Sh S ¢
n=1 n=1 n=1
Q. 1 1
« = 2| Vamos provar que —s < ——,s8ek>2
Lo =2] provar que g5 < g — o

2 2 2

af

De fato, ap < akJrSkl*Zak*akJrSk1*2ak7(5kfsk_1) Sk1*2ak+5k 1+Sk1*Sk:
2a1Sk—1 + Sk — 17 + a? Spe— 2 S?
Ghok—1 + kg o Ckata) o S g
Sk-1 Sk—1 Sk—1
Logo aj < S,% Sy e dividindo por S? segue que ak L ! ara todo k > 2
X - v \ - A5 =
g0 af Sp_1 k p L Segue q Sg Sr1 Sk p
~ Am—1 Am

Entao segue que T}, 52 + S—Q + S— + 52 4+ 5z + 52 S

o [1 1] 1 1] (1 1), 0 I SR B DN N

S? S1 5 Sy 83 Sz S Sm—2  Sm-1 Spm—1 Sm| S} S1 Sw’
2 1 2 . . . .

Como S7 = a; temos que 0 < T}, < P < e Além disso, T}, é mondtona.
1 m 1

Portanto 715, converge e assim a série Z 52 também converge.
n=1
An+1 “ SnJrl - Sn / et 1
T — L G LS dz =1In(In Sy, +1) — In(1
(¢) Temos que Z S S, 2. 75,8, nZ::l s zhz x =In(ln Sp41) — In(ln Sp)
" a
Logo Z S, T;iq = W%E}noo 2 5717117;;15% > n%gnoo [In(ln Sp,+1) — In(Iln S7)] = +00 e portanto Z 51 ’H_g diverge.

m S Sn 1 1
T e =
€mos que Z S 1n Sy 4= S,In" S, ln S Z/sn :z:ln 20 (—a+1)(In S, )1 " (= 1)(InSy)*~t

an 1 = ay 1 . 1 1
L - 1 < 1 .
080 nz:: S %S,  In®a; | mose n; SIS, S In%ay | mise {(—a DS T a=1)n sl)a—l]

1 1 = anp
Portant < el _— .
ortanto E 3, ln S Sfa + (@ —TD)(na)oT e a série 321 S o5, converse




oo
Problema 5. Sejam E a, uma série de termos positivos convergente e r, = E ak.
n=1 k=n+1

Mostre que Z converge se a < 1 e diverge se a > 1.

—92 TL 1
Solugz’io: In1c1amos considerando dois casos particulares: a=1e a = 3
-1 —Tn
- é decrescente e limr,, = 0. Além disso, = .
Tn—1 Tn—1 Tn—1
Logo para quaisquer inteiros positivos n e p temos que
Ap 41 Apn 42 Ap+ Tn — Tn+1 Tn4+2 — Tn41 Tn4p—1 — Tn+
B s W L I P _ + I o b v S
Tn Tn+1 rn+p71 Tn Tn+1 Tnerfl
Tn — rnJrl rn+2 - TnJrl Tn+ -1 — rn+ Tn — Tn+ rn+
+ R P P _ P _q_ TP
Tn Tn T'n Tn Tn
r m
Fixado n temos que lim (1 — 4P ) — 1 e assim T}, = E nao é de Cauchy e entdo a série E diverge.
p—ro0 Tn Tn—1 Tn—1
n=2 =2
o0
1 Tn—1+7Tn
o= 5 E Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos que /1, 17, < —

e assim 2,/rp, 17, < Tp—1 + T, ou seja, —(rp—1 + 7)) < —2/Tn_17n.-

Logo temos que

Ap =Tp—1 —Tnh = 2rn—1 —Tp_1+7ry = 27‘n—1 - (Tn—l - rn) < 27'11—1 - 2\/Tn—1rn == 2\/rn—1(\/rn—1 — rn)~
Entao _n < 2(\/Tn—1 — \/Tn). Agora vemos que

m
a as Am—1 a
Tpp=) —— = e 2 <

A= VoA RN o
2V = V/r2) + 2(y72 = V75) + 2V = VI o 2z = V1) + 2Pt = Vi) = 271 )

o0
. (2% . . L. an
Logo lim T, = E ——— < lim [2(y/r1 — /T = 2,/r1 e assim a série E conver e e E —— < 24/
2 m m ~ \/717 S e [ ( 1 m)] 1 ] Tn—l g o) T B 1

n—1

Agora vamos considerar os casos a > 1 e o < 1.

Como limr,, = 0, existe ng tal que k > ng = r, < 1. Logo riy <1 se k > ng.

. .1 1
Assim segue que se k > ng, entao — > —.
rk T'Ek
= a = a
Portanto Z an > Z " —co= Z —— diverge = Z —— diverge.

T'n—1

r
n=ng-+2 n—1 n=ng+2 n=ng+2 ” 1 =2 ” 1

1
Entao existe um inteiro positivo p tal que o < 1 — —.
p

Como limr,, = 0, existe ng tal que k > ng = r < 1. Logo r —r <7y se k> ng.
. _ 1 1 . a a Tpo1—T
Assim segue que se k > ng, entao — < —7- Se n > ng + 1, entdo —— < n_ _ n-l n .rl/_pl.
r —-1/p ra SAUe T n
k rk: n—1 1 n—1
r 1/p . .
Se0<z<1,entdo 1 — 2P < p(1 — ) e usando = = ( = ) obtemos <p(7°n/_pl—rn/p).
Tn—1 n—1
m a m
~ n 1/p 1 o _ 1/p 1
Entao Z o < Z p( Tpn—1— rn/p) =...=D (Tn0+1 - Tm/p)

n=ng+2 n—1 n=ng+2

m

Portanto lim Z Z—n < lim p (r /il — rl/p> _priﬁﬁl - Z

m— o0 r 1 m—o0
n=ng+2 "~

converge = Z

n=no+2 " 1 n=2 ”_1

converge .



Problema 6 — Desigualdade de Carleman.

oo oo
Mostre que se (ay, ) é uma sequéncia de nimeros reais positivos, entao ap---ap <e a
q n)n=1 q 1% ) 1 n n-.
n=1 n=1

1\" 1\"
Solugao: Lembre que <n+> = (1 + ) <e,paratodon e N={1,2 ...}
n n

1 n 1 n
Sejacnz(n+1) :n<n+ ) , para n € N.
n"t- n
- 1+D! 2+ B+1)° (=t (ntD)" 0, Cn
Entaoci-ca-c3...-¢cpy rcp = TEE i vas mair e pa R (n—l)n_z ol (n+1)"e o <e.

Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos que

aicy + -+ apcy

Yay ... ap = Y CeetQpCp <
aq a ntl aicy anC n(n+1)
Logo temos que
N N
a1€1 + -+ apcp
Var ... an < =
n=1 " " nz::l n(n+1)

Lo 0 + Loty ot L
ac —_— —_— e —_— aC —_— —_— e —_— e a C e —
12723 NN+1)] "™7?|2-3" 34 N(N +1) NENN(N +1)
<+ 2ages + vases+ o+ ~ 201+ axZ 4 a3 4 b0 < 20 +ear +eaz -+
aic1 + —agce + -ascs + -+ —aney = 2a1 +as— +a3— + -+ ap—— a1 + eas +eas+ -+ ean.

1€ 5a2C2 F 5563 NONEN 1 27 373 N 1 2 3 N

N 00
Logo A}gnocz May . oa, < lim [2aq + eag + eag + -+ -+ ean] = 2a1 + Zean.

n— 00
n=1 n=2

oo o0 oo oo
Portanto Z Yay ... an < 2a1 + Z ea, < eaj + Z ea, = ez an,. O
n=1 n=2 n=2 n=1



Problema 7 — Regra de L’Ho6pital Discreta.

Upt1 — G . .. a
(a) Prove que se A, é crescente e lim A, = 400 e se lim " — [ entdolim —* = L.
An+1 - An An

1+14+14...41
(b) Use o item (a) para deduzir que lim 23 n
n— 00 Inn

=1.

Solucao — Resolvido (b) na SO: Seja L = lim Antl 79 Vamos mostrar que lim n L.
n—oo Apyq — An n=0oo Ap

a —a
ntl " < L+e.

Dado € > 0, existe N tal quesen > N,entao L — e < ———
An+1 - An

Entao temos que (L —€)(Ant1 — An) < apg1 — an < (L+¢)(Apy1 — Ay), para todo n > N.

Logo an, + (L —e)(Apnt1 — Ap) < ant1 < an + (L+¢)(Any1 — Ay), para todon > N.

Aplicando vérias vezes a desigualdade da direita obtemos

an < an_1+(L+e)(An—An_1) < anot(L+e)(An_1—An_2)+(L+e)(An—Apn_1) = apn_o+(L+e)(A,—Ap_2) <
an-3+ (L4+e)(An—2—An_3)+(L+e)(Ap—An2)=an3+(L+e)(An—An_3) <...<an+(L+e)(A4,—An).

De modo andlogo podemos obter an + (L —€)(A, — An) < an, para todon > N.

Juntando esses dois fatos temos ay + (L —¢)(4, — An) < an < any + (L +¢)(A, — An), para todo n > N.

), para todon > N.

o ay An an _ an An
Dividindo tudo por A,, segue que 1 + (L —¢) <1 - An> < 1 < 1 +(L+¢) <1 A

N

Como lim A, =400 temos que lim a—N—i-(L—E) (1

n—-+oo n—-+oo n An n——+4oo n An

A
N) =L—ce lim a—N—I—(L—i—E) (1 - N) = L+e.

Logo existem Ni, No € N tais que

A
aA—N—i—(L—s) (1—AN)>L—26,paratodon2Nle

A
fﬁTN*'(L*'@) (1— AN) < L + 2¢, para todo n > No.
Seja N3 = max{N, N1, Na2}. Entdo L — 2¢ <

an

1 < L+ 2¢, para todo n > Ns.

Portanto lim % =L. 0O

1 1 1
(b) Sejam a,, =1+ 3 + 3 +---4+ — e A, =logn, onde log é o logaritmo natural.
n

1 n
Entao temos que A,, é estritamente crescente, lim A,, = 400 e lembrando que lim (1 + ) = e temos que
1 n

_ 1 1
lim 2l = 9n n+1 - i = lim — —1.

_ 1 — 1
n—oo App1 — Ay 00 log(n+ 1) — logn oo 1+ 1 n log (1 N 1) n=oom + 1 log (1 N 1)”
n

1 1 1
" Lt g gt +
Usando o item (a) temos que lim — = lim no—1.
n—oo A, n— o0 logn



Problema 8 — Teste de Condensagao de Cauchy. Seja (a,) uma sequéncia decrescente com lima,, = 0.

+oo +oo
(a) Prove que Z ay converge se, e somente se, Z 2" agn converge.
n=1 n=1
—+o0
(b) Use o item (a) para provar que a série Z — converge se p > 1 e diverge se p < 1.
n=1 n
+oo
(c) Use os itens (a) e (b) para provar que a série Z ——— converge se p > 1 e diverge se p < 1.
= n(logn)P

Solugao:

o0 n
(a) Suponhamos que Z a, < 0o. Sejam S, = Z ar = a1+as+- - -+a, e M > 0tal que S,, < M, para todo n.
n=1 k=1
Como (a,) é decrescente temos que
2a4 < a3+ ay

dag < as + ag + a7 + ag

8aie < ag + aip + -+ a

Somando as n — 1 primeiras desigualdades e depois somando as em ambos os lados, obtemos
as + 2a4 +dag + - +2""lagn <ag+az+ -+ agm < M.

Multiplicando por 2 e depois somando a; dos dois lados, temos
a1 + 2as + 4ay4 + 8ag + - - - + 2"asn < ag + 2M, para todo n.

Como a sequéncia das somas parciais é limitada, segue que a série de termos positivos a; + 2as + 4ay + 8ag + - - -

converge.

Suponhamos que a, | 0 e a; + 2as + 4aq + 8ag + - -+ < 0.
Seja M > 0 tal que a1 + 2as + 4aq + 8ag + -+ - + 2"asn < M, para todo n.

Como (ay,) é decrescente segue que
as + as g 2(12

ag +as + ag + ay < 4day

as + ag + -+ + a5 < 8ag

Logo temos que aj 4+ as + az + -+ + agn_q1 < a1 + 2a2 +4aq + -+ 2" Lagn—1 < M, para todo n.

Segue que a sequéncia das somas parciais S, = a1 + as + --- + a, € nao decrescente e tem uma subsequéncia

limitada.
o0

Assim temos que (S,,) é ndo decrescente e limitada, o que implica que é convergente. Portanto Z an < 00. ]

n=1



o0
.1 .. .
(b) Se p <0, entao — = 0 e, neste caso, a série E — diverge.
n 1 n=1 n
Se p > 0 temos que a sequéncia a,, = — é decrescente e tem limite zero.
n

1 1
Neste caso podemos aplicar o resultado do item (a) e observando que agn = @) = gnp’ temos que
o0 1 oo
[ ni
221 o converge se, e somente se, z:l 2 onp converge.
n= n—=

o0 o0 (oo} n 1
Mas, 2" — é uma série geométrica de razdo —— que converge se, e somente se
an onp—n 2p— 9p—1 2p—1 ’ ’
n=1 n=1 n=1

T € (—1,1), ou seja, converge apenas nos casos em que 2P~ > 1, isto é, se p > 1.

—+oo
Portanto a série Z — converge se p > 1l edivergese p < 1. O
n

n=1

(¢) Se p <0, entao oz n)? - 0 e, neste caso, a série nz_:l m diverge.
Se p > 0 temos que a sequéncia a, = m é decrescente e tem limite zero. Neste caso podemos aplicar o
resultado do item (a) e observando que agn = L = 1 = L , temos que
27(log2™)?  27(nlog2)?  27(log2)PnP
1 = 1
nZ::l —p converge se, e somente se, nz::l 2”W converge.

. Nt 1 &1 _
Mas, Z 2 10g2 Jonp ; 1og2 Jonp = oz 2)7 Z v que converge se p > 1 e diverge se p < 1.

n=1

—+o0

Portanto a série Z converge se p > 1 e diverge se p < 1. [

n(logn)?



Problema 9 — Teorema de Schlémilch. Se g; é um sequéncia de inteiros positivos estritamente crescente tal
que para algum ¢ > 0 e para todo k € N, gp+1 — gr < ¢(grx — gk—1) e se a, é uma sequéncia de termos positivos

estritamente decrescente, entao

+o0 foo
E a, converge se, e somente se, g (gn+1 — gn)ag, converge.
n=1 n=1

Solugao: O raciocinio serd semelhante ao utilizado no Teste de Condensacao de Cauchy.

Lembre que S, =ay +az+ -+ +an e Ty = (92 — g1)ag, + (93 — g2)ag, + -+ + (Ght1 — gi)ayg, -

+oo +o00
Entao temos que zjlan = nh_}n;o Sn e zjl(gnﬂ — gn)ag, = kl;ngo Ty.
n= n=

Supde que »_ a, converge e que »_ a, = lim S, = 5. Se n > gi, entdo segue que

cSy = ¢Sg, = clagiy1+ -+ ag,) +c(agor1+ -+ ag,) +--+clag,_ 41+ +ag) =

(g2 — g1)ag, + c(g3 — g2)ag, + -+ + c(gr — gr—1)ag, = (93 — g2)ag, + c(gs — gs)ag, + - + c(gr+1 — gr)ag, -
Logo (g3 — g2)ag, + (g4 — g3)ag, + -+ c(grt1 — gr)ag, < cSy.

Somando (g2 — g1)ag, dos dois lados temos que

(92 = g1)ag, + (93 — g2)ag, + c(ga — g3)ag, + - + c(gh+1 — gr)ag, < (92— g1)ag, + cSn.

Assim segue que Ty, < (g2 — g1)ag, + ¢Sh.

Mas, k — 00 = g - 00 =>n— 00 = kli_)n;O Ty < nhﬁngo [(g2 — g1)ag, +cSu] = kli_)ngo T < (92 — g1)ag, +cS.

+oo
Portanto Z(gnﬂ — gn)ag, converge.

n=1
Supse que 3(gns1 — 9a)ay, converge e que 3(gn 41 — g2)ay, = m Tk = T. Se n < gy temos que
S, < S, < (a1+"'+ag1—1)+(ag1 +...+a92_1)+(a92+...+ag3_1)+...+(agk +..‘+agk+1_1) <
(a1 4+ ag,—1) + (92 — g1)ag, + (93 — g2)ag, + -+ + (gr+1 — gk)ag,.

Assim segue que S, < (a1 + -+ ag—1) + Tk.

n—roo

Mas,n - 00 =gy 00 =k —o00o= lim S, < lim [(a1 + - +ag-1)+Tx] = lim S, < (a1+---+ag-1)+T.
k— o0 n— oo

+oo
Portanto Z a, converge. []

n=1



Abaixo temos alguns exemplos de sequéncias g, conforme resultado acima.

Proposigao: Seja (a,) uma sequéncia de nimeros positivos decrescente.

oo

A série g a, converge se, e somente se, as série abaixo também convergem:

n=1

(a) ZB”agn (b) Znanz (c) Zn2ans.

(a) Neste caso podemos aplicar o Teorema de Schlémilch para g = 3 c=3,0n11—gn=2-3"¢

—+oo +o0 +o0
E a, converge <= E 2-3"agn converge <= E 3"agn converge.
n=1 n=1 n=1

(b) Neste caso podemos aplicar o Teorema de Schlémilch para g, = k*,¢ = 3,941 —gn =2n+1e

+ + +
=3 oy = .. (2n+4Dagye:

E a, converge < E (2n + 1)a,> converge <= g nay2 converge, pois lim ———— = 2.
1 1 n=1 oo Tvn2

n= n= =

(c) Neste caso podemos aplicar o Teorema de Schlémilch para gx = k®,¢ =7,gn41 —gn = 30> +3n+1e

= =, =, . (324 3n+ Days
Zan converge <= Z(?m +3n+1)a,s converge <= Zn ans converge, pois lim 5 =3
n—00 n“a,,s

n=1 n=1 n=1



Problema 10 — IMC 2010. Sejam (x,,)°%; definida recursivamente por z; = v/5, 2,11 = 22 —2,se n > 1.

. X1 T2 Ty
Calcule lim ——.
n— 00 T4l

Solugéo: Seja y, = x7. Entao yni1 =22 = (22 —2)? = (y,, — 2)? e assim yp41 — 4 = yn(yn —4).

Como yo = 23 = (27 —2)? = (5 —2)? =9 > 5, temos y3 = (y2 — 2)® > 5 e podemos mostrar que y, > 5 se n > 2.

Logo temos que Yn+1 — Yn = Yn(Yn —4) +4 — yn = Y2 — 5Yp + 4 = yn(yn — 5) +4 > 4, para n > 2.
Yk

Entao limy, = +o00. Como =
Y1 —4 oy —4

para todo k > 1 temos que

2
($1'$2"'$n) _Y1Y2 " Yn :yn+1—4.y1-y2---yn :yn+1—4_y1'y2"'yn—1

Tn41 Yn+1 Yn+1 Ynt1 — 4 Yn+1 Yn —4
yn+1_4.y1'y2"'yn—2:'.':yn+1_4. Y1 :yn+1_4' 1 :yn+1_4' 1 :yn+1_4
Ynt1 Yn—1 — 4 Ynt1 y2 —4 Ynt1 y1—4 Yn+t1 5—4 Yn+1

Ynt1 — 4 X1 Toe Ty

Como lim y, = 400, segue que lim =1 e, portanto, lim =10
n—oo

n—oo y’n,—‘rl n—oo l‘n_;’_l

1
Problema 11 — IMC 2011. Seja (ay,)52, uma sequéncia com 3 < an < 1 para todo n > 0.

N Apt1 + 2
Defina a sequéncia (2,,)22, por &g = ag, Tn+1 = St Ty > 0).
1+ Up41Tn

Quais sao os possiveis valores de lim z,? Essa sequéncia pode ser divergente?
n—roo

Solugao: Provaremos, por indugao, que 0 < 1 — z,, Com isso teremos que (1 —x,) — 0 e assim x,, — 1.

< on+1"

1 1
Para n = 0 temos que 5 < xo <1, poisxg =ag e = <a, <1, para todo n > 0.

2
- , . 1
Agora supde que o resultado vale até um certo n > 0, ou seja, 0 < 1 — z,, < ol
1
1—a T 9 1
Além disso, observe que ntl o 2 _
14 apt12n 140 2
Entao temos que
a x 14+apt12, —a - 1-a 1 1 1
l— g = 1— ntt T 14 anp1Tn — Gny1 — T n+1(—$n)<*-ﬁ=?.
1+ anii12, 1+api12, 1+api12, 2 27 A

Portanto z,, converge e limz,, =1. U



1
Problema 12 — IMC 2012. Considere a sequéncia definida por ag = 1,a; = =

o0
- ag
Prove que a série E

Solugao: Observe que kap =

n

ag

k=0 k=1

1
[(n—1)ap—1 —nay] + [na, — (n+ Daps1] = = +a1 — (n+ Daypr =

1+

2
na;,

g ¢ nt1 =7

+1 :
converge e determine sua soma.

(k + 1)ak]ak+1 Ak+1

= + (k+ 1)ag41, para k > 1. Entao temos que:

ag ag

n 1
Z k41 _ Q1 + Z [kay — (k + 1)ags1] = 5 + [a1 — 2az] + [2a2 — 3as] + [3as — 4a4] + [4as — Bas] +

1+1
2 2 2

k41 PR -
Logo E 1 <1 e como os termos desta série sao todos positivos segue que ela converge.

Assim segue que a sequéncia

. Qn
ou seja, api+1 < T

~ a .
Entao temos que a, < 77/07, para todo n > Nno € assim na,, <
2’!7,777,0

Ny,

Logo 0 < lim na,, < lim n—no

Portanto Z Betl _ nlﬁooz

Ap+1

n

converge para zero e assim temos que existe ng tal que n > ng implica

n
2n7"n0 para todo n > ng.

=0 e assim limna,, = 0.

=lm[l-—(Mm+1ap1]=1-0=1.0

+ (n+1ay,

Ap+41

an

,sen > 1.

—(n+Dapr1 =1—(n+ Dayy1.

N |



Problema 13. Qual é a condi¢ao que os niimeros reais positivos a, b e ¢ devem satisfazer para que a série convirja?
o0 n n
Z ( Vo — \@ + \/E
2
n=1

In(1+ x)
x

Solucao: Lembre que <lsez>0.

Usando o resultado acima podemos provar que se a > 0, entdao lim n({/a — 1) = Ina.
n—oo

Considere a > 1 e a sequéncia a,, = /a — 1.

1 In(ya)
Va = a1
n(¢/a) _,

Entao a,, > 0 e fazendo = = a,, nas inequagoes acima segue que: < 1.

Como lim {/a = 1 segue, pelo teorema do confronto, que lim

Ya—1
Mas In( {/a) Ina i Ina 1
as In({/a) = — e assim lIlm ——— = 1.
n n(¥Ya—1)
1 1
Portanto lim ————~ = — e assim limn({/a — 1) = Ina.

n(Ya—1) Ina

O caso 0 < a < 1 pode ser feito de modo similar.

Considere trés nimeros reais positivos a,b e c¢. Entao

Vbt e

{L/& n _ {‘/>_ n _

. 2 L Ya—1 Vb-1+3c-1) 1 B a

nlgr;@ T = nhﬁrrgo T 2 =1Ina 2(lnb—i—ln ¢)=1In T
n n n

Se a > v/bc entao os termos da série em estudo sao positivos a partir de um certo termo e diverge, por comparagao

. : 1
com a série harmonica Y —.
n

Se a < vbe entao os termos da série em estudo sao negativos a partir de um certo termo e diverge, por comparagao
- ( 1 )
com a série > [ —— |.
n
G Vb + /e 1 2
Agora se a = v/bc temos que Vg — —— V| = = ( b — c)
v Do V- 52 /e

n=1 n=1

2

Vb—1- %/c+1
i

[ . , . N . 1
J4 que lim = (Inb — Inc)?, a série converge por comparagao com a série —. O
n

2n



Problema 14 — IMC 2014. Considere a sequéncia (a,)5>, =(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4, 5,1, ...).

, . ”» . .S -
Encontre todos os pares de niimeros reais positivos (a, 3) tais que lim — = 3, onde S,, = E ag.
n—oo N

k=1
k(k+1 k+1
Solugéo:Lembrequetk—1+2+~~~+k—(2+)—< ; >
= k41 2 3 n n+1 n+2
Al/ . — — ... = .
o =32 (%) = (3)+ ()« )+ (1) - (57) -

k=1 k=1

) . . L (n+2 .
De fato, considere o conjunto A = {1, 2, ..., n+1, n+2 }. Entdo A possui 3 subconjuntos com 3 elementos.

Agora calcule os subconjuntos de A com 3 elementos em que: n é o menor elemento; n — 1 é o menor elementos;...;

2 é o menor elemento; 1 é o menor elemento e obtenha o lado esquerdo da igualdade .

Note que a;, € a primeira vez que n aparece na sequéncia a,.

Vamos calcular o limite de uma subsequéncia de b,, = % :
. . iy Pt +2)
by = Dok1 O _ Dk _ ("s) _ 6 _ 231+ 1/n)(1+2/n)
g to o ("3h" [nm + 1>r 6n2(1 + 1/n)"
2

<[5

O limite da subsequéncia b;, existe e ¢ finito se, e somente se, 2o = 3, ou seja, o = 3 e neste caso lim,, by, =

3 V2

Logo («, B) = <2 3

) é o unico par candidato & soluc¢do do problema e provaremos que é de fato a solucéo.

Seja t um inteiro positivo no intervalo [¢, + 1, t,41], ou seja, t = t,, + m para algum 1 < m < n+ 1.

(") + (") ("s") (") + (')

Entdo temos que by = e entao

() +m)™ ) e )T )
Logo , s
%(1 +1/n)(1 +2/n) % [(141/n)(1 +2/n) + 3(1/n + 3/n% +2/n3)]
n3 3 271%? SO n’ 3/2 '
W[lmw} o [+ 3/n+2/n]

V2

2
Como os extremos das inequagoes acima tem limite 5 segue que limb,, = 5 (Il



)
Problema 15 — IMC 2015. Considere a sequéncia F'(0) =0, F(1) = 7@ F(n) = §F(n— 1)—F(n—2),sen > 2.

¢ um numero racional?

=1
A soma da série Z
n=0 F(2 )

1

~ ~ . A 5 . -
Solugao: A equacio caracteristica da recorréncia é 22 = —x — 1 cujas raizes sdo 1 =2 e z3 = 5= 2- L

3
Logo F(n) =C;-2"+Cy-27™. Como F(0) =0e F(1) = 5 segue que Ci=1eCy=—1ecassim F(n)=2"—-2"".

Sem € N= {1, 2, ...}, entao pode ser escrito de modo tinico na forma m = 2"(2k+1), comn, k € Z,n > 0,k > 0.

Entao
k

S - N B | 1 &I &E T

i (;) —1 O

m

Problema 16 — IMC 2016.
. A~ . 7 . “ . . — xn
Seja (1, x3, ...) uma sequéncia de nimeros reais positivos satisfazendo Z m—1
n=1
oo k z
Prove que Z Z kg <2
k=1n=1

Além disso,

B e ] ke k ke k
k= k= — = k= - = = k=1 - = =
n n 1 n 2 -|-2 n 5 5
i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2
| 1 1 2
e I N e
2 2 2

o0

oo  k [e's)
Assim temos que Z Z 2—; = Z (xn Z .
k=n

k=1n=1 n=1

I
N—
VAN
[]¢
7 N
3
[\
| [\
—
N——
I
[]¢
[\
SRR
S
—_

Il
[\
[]¢
[\
Sy
B
—

I
[\
—_

I
[\)



- 1
Problema 17 — IMC 2015. Prove que — <2
4 HZ:: Ja(n + 1)
1
Solugao: Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos que y/n(n + 1) < %
1 2 2

Logo 1 <2(n+1)—2y/n(n+1) e dividindo por /n(n + 1) segue que ——— < — — ——.
g ( ) ( ) por /n( ) segue q NICES NS

1 2 2 1 T2 2 > 1 =2 2
Masﬁ(nﬂ)<m‘m§;ﬁ<n+1><2[ﬁ‘ n+1};‘zlﬁ<n+1><zjﬁ‘m}

n=

Note que

o | M e e R b R M e e Rt =

2 G 1
Ent =l 2— —| =2 — < 2. O
naoz[ -] = oo ] sogue e 3 i <

Problema 18 — IMC 2018. Sejam (a,)52 e (by)22, duas sequéncias de niimeros positivos.

Mostre que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

oo oo
. Al P " An Cn
(1) Existe uma sequéncia (¢, ),~; de nimeros positivos tal que E E b— sao ambas convergentes.
Cn

o0
) Z A/ Z—n converge.
n=1 n

Solugao — SO: Note que uma série de termos positivos ou é limitada e portanto converge ou diverge a infinito.

Neste caso, dizer que a soma é menor do que infinito equivale a dizer que converge.

(1) = (2): Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos que , / = 4 / o Cn < n)
[ On a, c I =a, 1< /
Logo temos que Z b, 2 [ < : n)] 5 z:: 7 5 z:: bf oo. Portanto Z — converge

(2) = (1): Seja ¢, = vapb,. Entao Z—n =5 =

S

n

oo

Por hlpotese a série E A / -— converge e assim as séries E

n=1

o0
n
E b— também convergem. [J
Cn



°r (n® 4 3n)?
Problema 19 — IMC 2019. Calcule o produto I I TR
nb —
=3

- . (n? + 3n)?
Sol : S n=——
olucao: Seja a Y

Observe que

(n® + 3n)? n?(n? + 3)?
(n3 —8)(n® +38) -

n n n%+3 n?+3
an = =

m—2)(n2+2n+4)(n+2)n>—2n+4) n—-2 n+2 n—-12+3 (n+12+3

Logo, para N > 3, temos que

o1 (n+3n)? A Non N on243 N on243
557 - (1) (M) (I s ()

Vamos calcular cada um desses quatro produtodrios separadamente

ﬂ n 3456 N-2 N-1 N NKN-1
dlinm—2 1234 N-4 N-3 N-2 1.2
ﬂn_3456 N-2 N-1 N 3-4
Ant2 5 6 7 8 N N+1 N+2 (N+1)(N+2)
n*+3  3*+3 4243 5°4+3 6°+3 (N—-2)°+3 (N—-1)*+3 N?+3  N243
Lo (n—12+3 2243 3243 4243 5243

(N-32+3 (N—22+3 (N-12+3 2243

. 3+3
(N24+3 (N+1)24+3 (N+1)2+3

n*+3  3*+3 443 5°+3 643 (N-2%?43 (N-1)?+3 N%+3
Lo (n+1)243 4243 5243 6243 62+3 (N -1)2+3

Logo temos que

N (n34+3n)2  N(N —1) 3.4 N*+3 343 T2 N(N —1)(N? +3)
L nS —64 1-2 (N+1)(N+2) 22+3 (N+1)2+3 7 (N+1)(N+2)[(N+1)2+3
Portanto
1 3

n° + 3n . n° +3n .

3 4+ 3n)2 N (n® + 3n)2 72 N e 72
H76 = lim Hi— lim |[—-
ne3 n® — 64 N—o00 gt

= =—. O
nb — 64 N—oco | 7 1 9 1\2 3 7
= 14+ = =
(1+N>( +N) (1+N> o




Problema 20 — IMC 2019. Seja C' = {4, 6, 8, 9, 10, ...} o conjunto dos inteiros positivos compostos.
Para cada n € C, seja a,, 0 menor inteiro positivo k tal que k! é divisivel por n.

Determine se a série abaixo converge: Z (an)"
) -

Solugao: Observe que

1
a4:4,a6:3,a8:4,a9:6,a10:5,a12:47...e%:1,f:5,

Gn 2 .
Provaremos que — < 37 paran > 4 e assim

D) -3 X () > (5) e (G) i

neC neC,n>4 neC,n>4

Com isso teremos provado que a série converge.

an 2 .
Agora provaremos que — < 3’ para n > 4 e assim
n

1° caso | n tem pelo menos dois divisores primos distintos.

Entao n pode ser fatorado como n = ab com a,b > 2 e a e b sao relativamente primos.

Supoe, sem perda de generalidade, que a > b.

. - . a a 1 1
Como ala! e bjb!|a!, assim n = abla!, entdo a, < a e assim — < — = ~ < —.
n n b 2
n é o quadrado de um primo, n = p? para algum primo p > 3.
a 2 2 2
Como p?|(p - 2p)|(2p)! segue que a, = 2p e assim — = —I; =-<=.
n D p 3
n é a poténcia de um primo, n = p* para algum primo p e k > 3.
k 2 k—1 : k—1 . an, _ phl 1 1
Note que p*|(p - p*---p" 1) e assim a, < p" ' e assim — < - :fgi. O
n p p



Problema 21 — IMC 2018. Seja (a,)52, a sequéncia de niimeros reais ag = 0 e al | = a2 — 8 para n > 0.

o0
Z lan+1 — anl-
n=0

Solugao: Estimaremos o quociente entre |a, 12 — any1| € |ani1 — anl.

Prove que a série abaixo é convergente:

Afirmamos que —2 < a,, < 7\3/11, paran > 1.

—2<ay| an = {a?_, —8> /-8 =—-2.

Provaremos por indugao em n. Temos que a; = —2 = /8 < — /4.

Agora supde que —2 < —V/4 < 0, entdo a,11 = Va2 —8 < V22 -8 = —V/4

Usando a identidade 2° — y? = (z — y)(2? + xy + 3?) e a definigao de a,, temos que

(a%+2 + Anq20n41 + a721+1) Jant2 — any1| = |ai+2 - a?z+1‘ = |(a721+1 —8) — (a% = 8)| = lant1 + an| - [ant1 — anl.

Como —2 < a, < —v/4 temos que ai > 423 apiqay > 4% e |ak+1 + ax| < 4, para todo k.
Logo a2 5 + anioans1 + a2, > 3-42/3 ¢ |apir +a,| < 4.

Entao temos que 3 - 42/3 - |ay, 10 — api1] <4 |ani1 — anl.

, 4 V4
Assim segue que |ap+2 — any1| < 34273 lant1 — an| = ?|an+1 — ay.

n—1
3
. - . \/ZI
Por indugao podemos verificar que |a,+1 — ap| < <3 > las — aq].

-1

o0 [e'e) \3/1 n
Portanto Z |ant1 — an| < a1 — ao| + Z 5 las — aq].
n=1

n=0

€ (—1,1) ,ela converge e assim a série

V4
3

o \3/1 n—1
Como E 5 lag — a1] é uma série geométrica com razao q =
n=1

oo

Z |apt+1 — an| também converge. OJ
n=0
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