PROBLEMAS OLIMPICOS DE CALCULO

RICARDO BORTOLOTTI - SEMANA OLIMPICA 2022

1. SEQUENCIAS E SERIES

Problema 1 (OBMU 2016). Seja {a,} uma sequéncia de nimero reais tal que fn
n

n>1
converge. Prove que

Idéia: Um truque interessante para esse problema € utilizar a formula de soma por
partes:

S aklbiss — b)) = [anby — anbi] = Y (ars1 — ar)bysr.
k=m k=m

Inspirados na analogia da férmula acima com a integracao por partes, formulamos
um enunciado analogo para funcoes:

Problema Relacionado. Seja f : [1,400) — R uma func¢do diferencidvel tal que a
integral tmpropria floo @dm ¢ convergente. Prove que
1 Y
lim — [ f(x)dx = 0.

Y—0o0 y 1

1.1. Convergéncia de séries.

Problema 2 (OBMU 2002). Dados x € R, definimos Ing(z) = x e, para cada k €
N, se Ing(z) > 0, definimos Ingyq1(z) = In(Ing(x)), onde In € o logaritmo natural.
Dado n inteiro positivo, definimos k(n) como o maior k tal que Ing(n) > 1, e a, =
Hf(:%) Inj(z) =nlnn(nlnn) - - Ingg)(n).
= 1
Diga se a série Z — converge ou diverge.

n=1 "

Idéia: Nos cursos de Cdlculo, € explicado como usar o teste da integral para verificar

1 1
i - sio divergentes.
que as ser’zes‘z nlnn’z nlnnlnlnn’z ninnninnlnlning 00 GHVETIENLES
Adapte essa idéia.

Este mesmo problema veio a aparecer na Putnam de 2008.

Problema Relacionado (Putnam 2008). Defina f: R — R por f(z) =x sex <e e
flz) =xf(Inz) se x > e. Determine se a série ﬁ ¢ convergente ou divergente.

Para os proximos 2 problemas, a solugao passa por comparar as séries com outra do
tipo #

1
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Problema 3 (OBMU 2012). Considere a pardbola formada pelos pontos (x,x?), x € R,
e a sequéncia T, = n*, onde o > 0 é uma constante real. Considere a regiao formada
pelos pontos (x,y) com x > 0 e que se situam abaizo da pardbola e acima das retas
tangentes & pardbola nos pontos (x,,x2), n > 0. Para que valores de v essa regiao tem
drea infinita?

Idéia: A drea descrita corresponde a uma série infinita. A idéia € comparar a série
- 1
com outra do tipo ) —.

Problema 4 (OBMU 2005). Considere a sequéncia (a,) dada por a; =1 e

1
Upy1 = Qp + 2005
n
o0
para todo n > 1. Prove que a série E —— converge.
na,
n=1

Idéia: Tome k € Z para o qual é possivel comparar ak_, = (a, + a%ﬁ)k com n.

Outro interessante problema da OBM-U sobre convergéncia de séries.

Problema 5 (OBMU 2006). Seja f : [0,400) — [0,400) uma fungdo crescente e
00 1 B

bijetora. Prove que a série Z —— converge Se, e somente se, a Sé€rie 220:1 ! ;2(”)

n=1

— f(n)

converge, sendo f~1 a funcdo inversa de f.

1.2. Sequéncias recorrentes. Uma recorréncia interessante é dada pela relacao a,, 11 =
s n _9n

a? — 2. Nesse caso, o termo geral é da forma a,, = a®" + a~2" para algum a € C en-

contrado através do a;.

Inlna,
Problema 6 (OBMU 2003). Defina a; = 3 € a,+1 = a2 —2. Prove que lim -

n—00 n

In2 e calcule lim (Inlna, —nln?2).
n—oo

Essa recorréncia ja esteve presente em um problema da Putnam e em outro da IMC.

Problema Relacionado (Putnam 2014). Sejam ag = 2 e apy1 = ai — 2 para todo

2
k>1. Calcule
<1 , ) .
II Qg

k=0

Problema Relacionado (IMC-2010). Defina a sequéncia xy, 22, -+ por x; = NG
Tpal = xi — 2 para cadan > 1. Calcule
. XX Tp
lim ——.
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1.3. Séries de Poténcias. Uma maneira de se calcular o valor explicito de uma série
¢é através de série de poténcias quando sabemos qual fungao a série representa.

Problema 7 (OBMU 2004). Calcule

o0

1
(3k +1)(3k + 2)(3k + 3)

k=0

3k+3
> e 0 (3k+1)(3k+2)(3k+3)

Idéia: Considere f(x) = e derive trés vezes.

Problema Relacionado (IMC-2010). Calcule

- 1
Z (4k + 1)(4k + 2)(4k + 3)(4k + 4)

k=0

Outro tipo de problema no qual é pedido o valor de uma série e as séries de poténcia
vém em nosso auxilio:

Problema 8 (OBMU 2009). Considere a sequéncia ag,ay,--- definida por ag = 0,
ay=7% e paran > 1,

m(agan + a1Gn—1 + 20,2 + - - - + ayap)

Clalcule
> ar aq a2 as
;2k—ao+2+4+8+ .

Idéia: Considere f(x) = a,z" e olhe para f(x)%.

Problema Relacionado (IMC-2003). Considere a sequéncia {a,} definida por ag = 1

€
n

1 Qg
Gntl = +1Zn—kz+2

Calcule

s

S

n=0

3

2. DERIVADAS

Problema 9 (OBMU 2006). Dada f : R — [0,400) duas vezes diferencidvel com
f0)=0, f'(0)=1el+ f(zx) = f,,#(w) para todo x € [0,1], mostre que f(1) < %

2008

Problema 10 (OBMU 2008). Seja f, : R — R dada por f,(z) =

cada n € N, e seja m,, o valor minimo assumido por f,. Determine o € R tal que o

+ 2% — nT, para

m’I’L
limite lim — existe e € nao-nulo, e calcule esse limite (para esse valor de «).
n—oo N
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Problema 11 (OBMU 2012). Seja f : (0,+00) — (0,+00) uma fungdo duas vezes
derivdvel satisfazendo f'(x) < 0 para todo x > 0. Para cada x > 0 considere o triangulo
cujos lados sdo a reta tangente ao grdfico de f no ponto (z, f(x)) e os dois eiros

coordenados. Sabemos que a drea deste triangulo € igual a C' (constante e independente
de x).
Determine os possiveis valores de f(1).

Problema 12 (OBMU 2016). Dados C, D > 0, dizemos que f: R — R € bonita se f
¢ de classe C?, |23 f(z)| < C e |z f"(x)| < D para todo x com |z| > 1.

a) Prove que se f é uma fung¢do bonita entdo, dado € > 0, existe xo > 0 tal que, para
|z| > z0, |22f'(2)] < V2CD +e.

b) Prove que, se 0 < E < /2CD, entdo existe uma fungdo bonita f : R — R tal que,
para todo xo > 0, existe x > o com |z*f'(x)| > E.

2.1. Teorema do Valor Médio e Teorema do Valor Intermediario.

Problema 13 (OBMU 2009). Seja f : [0,1] — [0, 1] crescente, derivdvel e inversivel.
Se fol f(x)dx = fol f~Yx)dx, prove que existem dois reais diferentes a e b, 0 < a <
b <1, tais que f'(a) = f'(b) = 1.

Problema 14 (OBMU 2007). Considere a fun¢ao f de R em R dada por f(x) =
ax? + bx + ¢, com a,b,c € R e ac < 0. Prove que, para todo inteiro positivo n, a
equagao f(f(---(f(x)))) =0 tem pelo menos uma solugdo real (aonde f é composta n
vezes com ela mesma,).

3. INTEGRAIS
Problema 15 (OBMU 2010). Calcule:

/Tl'/4 x
. dzx.
o (sinx 4 cosx)cosx

Problema 16 (OBMU 2001). Para todo u € R, seja
I(u) = / In(1 — 2ucos x + u?)dz.
0

a) Prove que I(u) = I(—u) = $1(u?).

)

b) Calcule I(u) para todo u € R.
Problema 17 (OBMU 2005). Prove que:

00 1 1
Zﬁ:/ x “dx.

n=1 0
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3.1. Simetria. Uma idéia particularmente interessante é fazer a mudanca de variaveis
u = —x, esta é especialmente 1til quando nao sabemos integral f(x) mas sabemos
integrar f(z)+ f(—=z). Utilizando essa idéia, calcule as seguintes integrais.

e —x—1

1
Problema 18 (OBMU 2006). Calcule a integral: / ﬁdx.
1 e =1z

Problema 19 (OBMU 2005). Calcule: /4 In(1 + tgz)dz.
0

"W+ l4+z -1
Problema 20 (OBMU 2002). Caleule | Y21~ g,

avVEe2+l4+ax+1

12004
Problema 21 (OBMU 2004). C’alcule/ ] dx.

11 +e*

1
1 1
Problema Relacionado (Putnam 2005). Calcule / Mdm.

o 22+1

™ sin(nx)

Problema Relacionado (IMC-1996). Calcule a integral / —_
(14 2%)sinx

—T

4. TRUQUE DE FEYNMAN

Ly2
Problema 22. Calcule /

dz.
o Inzx

1 .t
-1
Dica: Considere 1(t) :/ ’

o Inz

dx e calcule I'(t).

a bx

e —e de
FOE D)

Problema 23. Para a > b > 0, calcule /
0 x(eax

5. PROBLEMAS cOM TEORIA DOS NUMEROS

Problema 24. Se A ={n € N, n ndo tem o digito 7 em sua representa¢io decimal },

prove que
1

Z — < 400
n

Problema 25. Prove que existe n € N tal que os 2017 primeiros digitos de 2" sao
quais a 1.
Dica: Se a € irracional, entdo a sequéncia {nat,en € densa em [0, 1].

Problema 26. a) Seja p(z) um polinémio de grau n com coeficientes inteiros e seja
a € R —Q tal que p(a) = 0. Prove que existe ¢ > 0 tal que

la —p/al > c/q"
para quaisquer p,q € Z, q > 0.
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oo
b) Prove que o = g 1o € transcedente, isto ¢, nao existe nenhum polinomio nao

n=0
nulo de coeficientes racionais com p(a) = 0.

Problema 27. Prove que para todo o € R,

lim sup cos" (na) = 1.
n—oo

6. PROBLEMAS DIVERSOS
Problema 28 (OBMU 2016). Encontre todas as funcgoes f : R — R tais que

f@®+y*f(2) = 2f(y)* — f(2)*

para quaisquer x,y € R.

Problema 29 (OBMU 2016). Dados C, D > 0, dizemos que f: R — R € bonita se f
¢ de classe C?, |23 f(x)| < C e |z f"(z)| < D para todo x com |z| > 1.

a) Prove que se f € uma funcao bonita entao, dado € > 0, existe xo > 0 tal que, para
|| > xo, |2%f"(x)] < V2CD + .

b) Prove que, se 0 < E < /20D, entao existe uma fungao bonita f : R — R tal que,
para todo xo > 0, existe x > o com |z*f'(x)| > F.

Problema 30 (OBMU 2015). Encontre todas as fungoes f: R — R tais que

fla+y?) = f(z) + fy)?
para todo x,y € R.

Problema 31 (OBMU 2015). Dada uma reta r C R?, seja p, a reflexdo em relagio a
r (em particular, p,(p) = p se e somente se p € r). Dizemos que r € eizo de simetria
de um conjunto X C R? se p,(X) = X.

Seja f : R — R uma fung¢do continua cujo grdfico admite dois eizos de simetria
distintos. Prove que o limite

lim /(@)

r—o0

existe e € finito.

Problema 32 (OBMU 2014). Sejam 1 <z <y —2 <7 e sejam C; e Cy 0s circulos
de raio 1 centrados em (x,0) e (y,0), respectivamente.

a) Qual € o comprimento do caminho minimo de (0,0) a (10,0) que ndao passa pelos
interiores de Cy e Cy?

b) Quando x ey variam, qual € a menor resposta possivel para o item (a)?
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Problema 33 (OBMU 2013). Seja fy : [0,1] — [0, 1] definida por fo(z) = x. Defina
fungées f, : [0,1] = [0,1] para todo n natural por fri1(z) = 1 f(42) se 0 < z < 1/4,
far1(x) =1 se 1/4 <a <3/4, frpi(z) =5+ 1f(4z —3) se3/4 <z < 1.

a) Prove que para quaisquer x,y € [0,1] e para qualquer n, vale

(@) = fa(y)] < fullz —yl).
b) Encontre o maior nimero real o para o qual existe C' > 0 tal que, para quaisquer

z,y € [0,1] e para qualquer n , vale

() = fu(y)| < C - |z —y|*.

Problema 34 (OBMU 2015). Mostre que, para todo b > 0, temos

o[ Viih

u2+b 2.

Problema 35 (OBMU-2012). Seja f : (0,400) — (0,400) uma fungao duas vezes
derivavel satisfazendo f'(x) < 0 para todo x > 0. Para cada x > 0 considere o triangulo
cujos lados sdo a reta tangente ao grdfico de f no ponto (z, f(x)) e os dois eiros
coordenados. Sabemos que a drea deste triangulo € igual a C' (constante e independente
de x).

Determine os possiveis valores de f(1).

2008

Problema 36 (OBMU 2008). Seja f, : R — R dada por f,(z) =

cada n € N, e seja m, o valor minimo assumido por f,. Determine o € R tal que o

2
+x° —nx, para

mn
limite lim — existe e € nao-nulo, e calcule esse limite (para esse valor de «).
n—oo N

Problema 37 (OBMU 2008). Prove que

Z;A+n2 E:A+nf

para todo A > 0.

Problema 38 (OBMU 2007). Considere a fun¢ao f de R em R dada por f(x) =
ax® + bx + ¢, com a,b,c € R e ac < 0. Prove que, para todo inteiro positivo n, a
equagao f(f(---(f(x)))) =0 tem pelo menos uma solugdo real (aonde f € composta n
vezes com ela mesma,).

Problema 39 (OBMU 2007). Seja f : R — R uma fungdo continua tal que f(f(z)) =

e” para todo x € R. Prove que, para todo n inteiro positivo,



