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Problema 1 (4 pontos)
Seja p um polinémio de grau menor ou igual a 4 com p(1) = p(—1) =0,
p(0) =1 e tal que, para todo z € [-1,1], p(z) < 1. Encontre o valor

maximo de
1
/ p(#) dt.
-1
Problema 2 (5 pontos)
Considere a matriz real quadrada S de ordem n e entradas

n
Sij = E kH—].
k=1

Calcule det S (em fungéo de n).

Problema 3 (5 pontos)
Sejam Ny, N, N3 matrizes reais 2 x 2 tais que N = N2 = N2 = 0. Prove
que se existirem nimeros reais xq, T2, r3 nao todos nulos com

371N1 —+ .’EQNQ + ZL'3N3 =0
entao existem indices ¢ # j e um nimero real r com N; = rNj.

Problema 4 (6 pontos)
Dizemos que dois pontos de {0, 1}" sdo vizinhos se diferirem em uma tnica
coordenada.

Os conjuntos Ay, Ag, ..., A sdo disjuntos e sua unido é {0,1}". Sabemos
que para quaisquer ¢, j existem a; € A; e a; € A; tais que a; e a; sao
vizinhos. Prove que

n > 2log, k — log, log, k — 1.



Problema 5 (7 pontos)
Seja 7, C C o conjunto de todas as raizes de polindmios monicos de grau k
e coeficientes inteiros.

(a) (2 pontos) Mostre que Z, N R é denso em R mas Z, nao é denso em C.
(b) (5 pontos) Determine se Z3 é denso em C.

Obs: Um polindmio é monico se o seu coeficiente de mais alto grau é igual a
1. Um conjunto X é denso em R (resp. C) se para todo z € R (resp. z € C)
e todo € > 0 existir w € X com |z —w| < €.

Problema 6 (7 pontos)
Para cada inteiro positivo n, seja

X,={-2n+1,-2n+3,...,-1,1,... ,2n—3,2n — 1}

o conjunto dos inteiros impares de médulo menor do que 2n. Seja P, C R[z]
o conjunto dos polindmios p de grau menor do que 2n tais que [p(z)| <1
para todo z € X,,. Seja g(n) = max,ecp, p(0) o maior valor possivel de p(0)
para p € P,. Prove que o limite

o 9()
n1—>oo In(n)

existe e calcule-o.

Problema 7 (7 pontos)
Seja S = {—1, 1} o conjunto de todas as seqiiéncias com valores 1 ou —1.
Para p,q € S, definimos

. p(k)g(k)
plq <= JL%KZRT_O

Mostre que existe f : & — S tal que se p # ¢ entao f(p) L f(q).



