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Problema 1 (4 pontos)
Sejam P(z,y) = (z%y3,2%y°), P! = P e P"™ = Po P™. Seja p,(z) a
primeira coordenada de P"(x,z) e seja f(n) o grau de p,. Calcule

lim (f(n)""

n—0o0

Problema 2 (5 pontos)
Considere matrizes reais quadradas A, B, C de ordem n tais que A% = —1I,
BA? + BA=C%+C+1 e C é simétrica. E possivel ter n = 20057

Problema 3 (5 pontos)
Considere a seqiiéncia definida recursivamente por (z1, ;) = (0, 0),

2 1 4 1 1 3
(-Tn—l—l;yn—l—l) = Il——)zy——ynt+— |1 == Yn— 2+ — ).
n n n n n n

Calcule limy, o0 (Tp, Yn)-

Problema 4 (5 pontos)
Uma tangente varidvel ¢ a circunferéncia C;, de raio r, corta a
circunferéncia Cy, de raio ry, nos pontos A e B. As tangentes a C; em A e B
cortam-se no ponto P. Determine, em funcao de r; e ro, a distancia entre os
centros de C; e Cy para a qual o lugar geométrico de P ao variar ¢ estd
contido em uma hipérbole equilatera.

Obs: Uma hipérbole é equilatera se as suas assintotas sao perpendiculares.



Problema 5 (6 pontos)
Arnaldo e Bernaldo disputam um jogo em que cada um na sua vez diz um
nimero natural e ganha aquele que disser 0. A cada jogada exceto a
primeira, as jogadas validas sao determinadas a partir da jogada anterior n
da seguinte forma: escreva

as jogadas validas sao os elementos m de O,,. Assim, por exemplo, depois
de Arnaldo dizer 42 = 25 4 23 + 2!, Bernaldo deve responder com 5, 3 ou 1.

Definimos conjuntos A, B C N da seguinte forma. Temos n € A se e
somente se Arnaldo, dizendo n na primeira jogada, tiver uma estratégia que
garanta sua vitoria; analogamente, temos n € B se e somente se Bernaldo
tiver uma estratégia que garanta a sua vitéria caso Arnaldo diga n na
primeira jogada. Assim,

A=1{0,2,8,10,...}, B=1{1,3,4,5,6,7,9,...}.

Defina f: N—= N, f(n) =|AN{0,1,...,n— 1}|. Assim, por exemplo,
f(8) =2e f(11) = 4. Calcule

i 4 (1) (log(n))*™®

n—00 n

Problema 6 (6 pontos)
Uma funcdo suave f: I — R é dita totalmente conveza se (=1)F f*)(¢) > 0
para todo t € I e para todo inteiro k > 0 (aqui I é um intervalo aberto).

Prove que toda fun¢io totalmente convexa f : (0,4+00) — R é real analitica.

Obs: Uma funcao f : I — R é suave se para todo inteiro positivo k a
derivada de k-ésima ordem f* for definida e continua em R. Uma funcio
suave f : I — R é real analitica se para todo t € I existe € > 0 tal que para
todo nimero real h com |h| < € a série de Taylor

FB()
i

converge e vale f(t + h).

Problema 7 (7 pontos)
Demonstre que para quaisquer inteiros n e p, 0 < n < p, todas as raizes do
polinémio abaixo sdo reais:

=5 ()2 )°



