12 COMPETICAO JACOB PALIS JUNIOR DE MATEMATICA

Nivel 1 (6° ou 7° ano do Ensino Fundamental)

Respostas
Testes
LD[2A[3.C[4A[ 5B
6.C|7.E[8B[9.C[10.C

Respostas Numéricas

Problema 11 12 13 14 15
Resposta | 0009 | 0006 | 0012 | 6066 | 0040

Nivel 2 (8° ou 9° ano do Ensino Fundamental)

Respostas
Testes
1.D[2.A[3.C[4C[5D
6.B|7.C|8B|9.E[I10.A

Respostas Numéricas

Problema 11 12 13 14 15
Resposta | 0012 | 6066 | 0040 | 0030 | 0050

Nivel 3 (Ensino Médio)
Respostas
Testes
D|2.C| 3.B| 4.
E|7.C|8C|o.

5.C
10. C

A
D

1.
6.

Respostas Numéricas

Problema 11 12 13 14 15
Resposta | 0015 | 0030 | 0019 | 0015 | 0232




12 COMPETICAO JACOB PALIS JUNIOR DE MATEMATICA

Nivel 1 (6° ou 7° ano do Ensino Fundamental)

Respostas
Testes
LD[2A[3.C[4A[ 5B
6.C|7.E[8B[9.C[10.C

Respostas Numéricas

Problema 11 12 13 14 15
Resposta | 0009 | 0006 | 0012 | 6066 | 0040

Solugoes — Testes

1. Alternativa D

No periodo de quatro dias que consiste na quinta-feira, sexta-feira, sibado e domingo, Ronaldo deve correr.
Como néo corre no sdbado e nem no domingo, corre na quinta-feira ou na sexta-feira. O mesmo argumento
utilizado no periodo que consiste em sdbado, domingo, segunda-feira e ter¢a-feira mostra que Ronaldo corre
na segunda-feira ou na terga-feira.

Assim, se Ronaldo corre na quarta-feira, ele corre trés dias naquela semana: além da quarta-feira, uma vez na
segunda-feira ou terga-feira e uma vez na quinta-feira ou sexta-feira.

Para notar que as outras alternativas estdo erradas, Ronaldo pode correr toda terga-feira e sexta-feira (o que
elimina as alternativas A e B) ou toda segunda-feira e quinta-feira (o que elimina as alternativas C e E).

2. Alternativa A

A érea cinza corresponde a cinco quadrados inteiros e quatro metades de quadrados, ou seja, 5+4 -1 =7

quadrados; a drea branca corresponde a quatro metades de quadrados, ou seja, 4 - 1 = 2 quadrados. A razdo
qa a7

pedida é 5.

3. Alternativa C

Como 2 =1+ 1+ 1 asoma pedidaé4+5+6=15.

Observagdo: Uma maneira de achar os denominadores é notar que o denominador da soma é 60, que tem fatores
primos 2, 3 e 5. Entdo dois chutes razoadveis sdo 3,4 e 5,0u 4,5 e 6.

4. Alternativa A

Se ambos os avisos sdo falsos, ndo é verdade que “dentro de pelo menos uma das duas caixas ha uma bola
verde”. Ou seja, as duas caixas tém uma bola vermelha. Mas isso faz com que o aviso da outra caixa, “hd uma
bola vermelha dentro da outra caixa”, seja verdadeiro. Absurdo.

Logo ambos os avisos sdo verdadeiros, de modo que a caixa com o aviso “ha uma bola vermelha dentro da
outra caixa” indica que a primeira caixa tem uma bola vermelha e o aviso “dentro de pelo menos uma das duas
caixas ha uma bola verde” indica que a segunda caixa tem uma bola verde.

5. Alternativa B

A seguir, destacamos uma maneira de deslocar trés moedas. Elas estdo pintadas de vermelho nas duas figuras.

figura 1 figura 2

Para notar que ndo é possivel obter a figura movendo duas ou menos moedas da figura 1, considere o que a
fileira inferior da figura 1 vira na figura 2.



e Se parte dela vira uma das duas fileiras superiores da figura 2, devemos formar duas fileiras novas abaixo
dessa fileira, o que envolve mover pelo menos 1 + 2 = 3 moedas.

e Se ela vira a segunda fileira de baixo para cima, devemos remover duas de suas moedas e obter a moeda
de baixo, ou seja, movemos pelo menos 2 + 1 = 3 moedas.

e Se ela vira a fileira inferior, devemos remover pelo menos trés de suas moedas.

6. Alternativa C

Os dois poligonos regulares tém o lado comum BC, logo AB = BC = BG, o que indica que o tridngulo ABG é
is6sceles. Além disso,

4-180° 3-180°

LABG =360° — LABC — /CBG = 360° — 3 5

=360° — 120° — 108° = 132°.

D

Assim,

/BAG = w = 90° — % -132° = 24°.

7. Alternativa E
O precgo que Pedro pagaria em fevereiro é 200 - (1 + 0,10) - (1 — 0,05) e o prego que pagaria em abril é 200 - (1 +
0,05) - (1 - 0,10). A diferenca é
200-(1+0,10)- (1 -0,05) —200- (1 +0,05) - (1 -0,10)
=200-(1+0,10-0,05-0,10-0,05-1+0,10- 0,05+ 0,05 - 0,10)
=200-0,10 = 20 reais.

8. Alternativa B
Ao apertar o botdo , 0 numero x = Z é transformado em 24 = 2.2 _1 = 2x — 1. Assim, como y =

q q
+1 +1
2x—1 < x = £, se “voltarmos no tempo”, ao “desapertamos” a tecla voltamos de y para £-. Com

isso, ao “desapertar” nove vezes obtemos

0+1 1 1+1/2 3 1+3/4 7 1+7/8 15 1+15/16 31 1+31/32 63

0« — = - « = = « = — = — - — = —
2 2 2 4 2 8 2 16 2 32 2 64
1+63/64 127 1+127/128 255 ~ 1+255/256 511
—_— = = — & — = —
2 128 2 256 2 512’

cujasoma N + D é 511 + 512 = 1023.

9. Alternativa C

Considere o dia 3 de margo.

o Até o dia 4 de abril passam 31 + 1 =32 =7 -4 + 4 dias, que sdo 4 semanas e 4 dias.
e Até o dia 5 de maio passam 32 + 30 + 1 = 63 = 7 - 9 dias, que sdo 9 semanas.

e Até o dia 6 de junho passam 63 + 31 + 1 =95 =13 -7 + 4 dias, que sdo 13 semanas e 4 dias.



e Até o dia 7 dejulho passam 95 + 30 + 1 = 126 = 18 - 7 dias, que sdo 18 semanas.

Isso quer dizer que 3 de margo, 5 de maio e 7 de julho caem no mesmo dia da semana, ou seja, no maximo
um desses dias é especial. O mesmo vale para 4 de abril e 6 de junho. A diferenca entre esses dois conjuntos
de datas é trés dias da semana a mais entre o primeiro conjunto e o segundo conjunto. Com isso, a tinica
possibilidade de que dois dos cinco dias anteriores sejam especiais é 4 de abril e 7 de junho. Em todos os outros
casos, no maximo uma data dessas cinco é especial e temos no maximo trés datas especiais.

Voltando ao caso anterior, 4 de abril é uma quarta-feira e 7 de julho é um sabado. Voltando, temos que 3 de
margo é sdbado (quatro dias da semana antes de 4 de abril).

Agora, voltando para 2 de fevereiro e 1° de janeiro, temos
e Voltando para 2 de fevereiro, retornamos 28 + 1 =29 =4-7+10u29+1 =30 =47 + 2 dias, ou seja, 4
semanas e 1 ou 2 dias. Esse dia é quinta-feira (ano bissexto) ou sexta-feira (ano ndo bissexto).
e Voltando para 1° de janeiro, retornamos mais 31 + 1 = 32 dias, ou seja, 4 semanas e 4 dias. Esse dia é

domingo (ano bissexto) ou segunda-feira (ano ndo bissexto). Nos anos bissextos, esse dia é especial.

Com isso, no maximo 3 dias sdo especiais: 1/1, 4/4 e 7/7 em um ano bissexto. O préximo ano em que isso vai
acontecer sera 2040.

10. Alternativa C

2021 2021 97 1 15 405 —
TS = m =13+ m =13+ Z + ﬁ =13+0,25+ @ =13,25+0,405405405... = 13,65540540. .. = 13,65540.

Logo, como 2022 = 3 - 674, os 2022 primeiros digitos apds a virgula sdo 6, 5, 673 periodos 540 e 5, e a soma
pedidaé6+5+673-(5+4+0)+5=6073.

Soluc¢des — Respostas numéricas

11. Resposta: 0009

Como nenhum ntmero inteiro comega com zero, nenhum ndmero aumentante tem zero, e cada algarismo
aparece no maximo uma vez. Com isso, hd nove algarismos possiveis e devemos escolher oito. Basta excluir
um dos nove algarismos e colocar os demais em ordem crescente. Portanto ha 9 niimeros aumentantes com
oito algarismos.

12. Resposta: 0006

Um ntimero é multiplo de 15 quando termina com 0 ou 5 e sua soma de algarismos é multiplo de 3. Vimos que
numeros aumentantes ndo tém zero, logo o algarismo das unidades é 5. Isso quer dizer que todos seus digitos a
esquerda sdo menores do que 5, e temos no maximo cinco algarismos. Podemos entdo listar as possibilidades.

e Cinco algarismos: a tnica possibilidade é 12345, que é multiplo de 15.

Quatro algarismos: como a soma dos cinco nimeros de 1 a 5 é 15, devemos excluir um mdltiplo de 3. A
Unica possibilidade é excluir 3, obtendo 1245.

Trés algarismos: a soma dos dois ntimeros excluidos é multiplo de 3, e ndo podemos excluir o 5 das
unidades. Podemos excluir 1 e 2, ou 2 e 4, obtendo 345 ou 135.

Dois algarismos: é mais facil escolher quem vai com o 5 nas unidades, e vemos que s6 é possivel termos
15 ou 45.

e Um algarismo: 5 ndo é multiplo de 15.

Assim, ha 6 ntimeros possiveis: 12345, 1245, 345, 135, 15 e 45.

13. Resposta: 0012

Em uma hora, ou seja, 60 minutos, o ponteiro maior d4 uma volta completa (360°) e o ponteiro menor anda
% -360° = 30°. Assim ao se passar um minuto, o ponteiro maior anda % = 6° e 0 ponteiro menor anda

% = 0,5°, de modo que o ponteiro maior anda 6° — 0,5° = 5,5° a mais.

Para se formar novamente um angulo de 33°, o ponteiro maior precisa ultrapassar o menor e andar ainda 33°

a mais, ou seja, deve superar o ponteiro menor em 33° + 33° = 66°. Como o ponteiro maior ganha 5,5° por

minuto, passa-se % = 12 minutos.



14. Resposta: 6066

O maior divisor de 5° é 5! e 0 maior divisor de um ntimero par é sua metade. Assim, tendo 5f na tela, ao
apertar o botao trés vezes obtemos 5F — 51 = 4. 5t1 4.51 _ 2. 561 = 2. 5k-1 ¢ 9. 5k-1 _ 5k-1 = 5k-1 oy seja,
para diminuir o expoente da poténcia de 5 em uma unidade precisamos apertar o botao trés vezes. Portanto,
para diminuir o expoente de 2022 para 0 (ja que 1 = 5°), precisamos apertar o botéo 3 - 2022 = 6066 vezes.

15. Resposta: 0040

Casas vizinhas tém cores diferentes. Com isso, como temos cinco impares e quatro pares, e cinco casas cinzas
e quatro brancas, os impares precisam ir em casas cinzas e os pares em casas brancas.

O namero 1 pode ir na casa do centro ou uma das quatro casas do canto. Se for no centro, ha 4 escolhas para
se colocar o niimero 2 (qualquer um dos quatro vizinhos) e 2 escolhas para o ntimero 3 (qualquer um dos dois
vizinhos que sobram). Essa escolha também dita se os ntimeros ficam no sentido horario ou anti-horério, e ndo
ha mais escolhas para se fazer. Assim, nesse caso ha 4 - 2 = 8 possibilidades.

Se 1 for em um dos quatro cantos, ha 4 escolhas para o canto e 2 escolhas para onde colocar o 2. Feito isso, ha
quatro possibilidades para preencher o tabuleiro:

1,12|9 112]3 123 123
4138 6|54 819 |4 817 |4
516 |7 71819 71615 91615

Assim, nesse caso ha 4 - 2 - 4 = 32 possibilidades, e o total de tabuleiros sinuosos é 8 + 32 = 40.



12 COMPETICAO JACOB PALIS JUNIOR DE MATEMATICA

Nivel 2 (8° ou 9° ano do Ensino Fundamental)

Respostas
Testes
LD[2.A[3.C[4C][5D
6.B|7.C|8B|9.E|10.A

Respostas Numéricas

Problema 11 12 13 14 15
Resposta | 0012 | 6066 | 0040 | 0030 | 0050

Solugoes — Testes

1. Alternativa D

Numerando os nés intermedidrios de I a IV, as quantidades de anéis nos possiveis caminhos do nosso caris-
matico tatu bola sdo:

o A-I-B:3+4=7

o A-II-I-B:5+1+4=10
o AII-B:5+3=8
A-II-II-B: 5+4+7 =16

o A-III-B: 9+4 =13
o A-IV-III-B:1+8+4 =13
o A-IV-B:1+6=7

A diferenca entre o maior e o menor valor é 16 — 7 = 9.

2. Alternativa A

Ver solugdo do problema 4 do nivel 1.

3. Alternativa C

Ver solugdo do problema 10 do nivel 1.

4. Alternativa C

Ver solugao do problema 9 do nivel 1.

5. Alternativa D
Seja x = 20222020. Entdo

202220222 + 202220212 — 2 x 20222020 x 20222019 = (x +2)* + (x + 1)* = 2x(x — 1)

=2 +4x+4+ 2% +2x+1 - 2% + 2x
=8x+5=28-20222020 + 5 = 161776165,

cuja soma dos algarismos é1+6+1+7+7+6+1+6+5=40.



6. Alternativa B

Seja M o ponto médio de BC. Temos OM L BC, de modo que OM || DE e

/BED = /BOM = % - /BOC = % -2/BAC = /BAC =72°.

Logo /AEB = 180° — /BED = 180° — 72° = 108°.

7. Alternativa C

A quantidade de divisores positivos de p{'p5>...p* € (a1 + 1)(az + 1)...(ax + 1). Assim, como 15 =3-5 =
(2+1)(3+ 1) = 14 + 1, os ntimeros com 15 divisores sdo da forma p?q* ou p'4, p, g primos distintos.

Temos 2432 < p*q? para todos p, g primos distintos e 2*32 < 214, pois 3> = 9 < 21%. Assim, 0 menor valor possivel
5 5472
paran é2%3°.

Agora, considere 2477 e 223, Temos 2472 — 223* = 22(2272 — 3%) = 4(4-49 — 81) > 0 e 2*7% < 2* . 64 < 214. Como
223% < pig® para p > 3 e 224% < 2472 < 2*¢?, 0 segundo menor valor possivel para 1 é 223* e o terceiro menor
valor possivel para n é 2472,

2112 _ 16121 _ 16349 _ 3
37 = 549 < sodo — 5 < 1e

4112 2,112 . . Pl
S = 2 = 2 < 1624112 < 24 162 < 2. Logo o quarto menor valor possivel para n é 24112,

A diferenca pedida ¢ 24112 — 2472 = 24(112 - 72) = 24(11 - 7)(11 +7) =27 -9 =9 - 128 = 1152.

Os préximos ntimeros a serem considerados sao 24112, 3472 e 2274, Temos

8. Alternativa B

D M

Pelo teorema de Pitdgoras, BC = V62 + 82 = 10. Assim, BM = & = 5 e, pelas relagdes métricas no triangulo

ABC,BD-BC=AB? & BD=% =1 lLogoDM=BM-BD=5-% =1,

9. Alternativa E

Por soma e produto, ab = m, a +b = n,a*b*> = 2m e a> + b*> = 2n. Assim, como m = ab # 0, (ab)> = 2m = 2ab <
m?>=2m & m=2e,a*+b*=@+b)?—-2ab=n>-2m=n*-2-2=n>—4. Assim,

WP—4=2n1 & n*-2m—-4=0 e n=1+ V5.

Agora, a e b sdo reais ndo nulos se (1 —b)? >0 & (@+b)?>>4ab < n?>>4-2 < |n| =2V2. Como
I1-V5|<2V2<1+ V5,1n=1+ V5. Verifica-se que x2—(1+ \/g)x + 2 = 0 tem solugdes reais.

Comisso,m+n=2+1+ V5=3+ V5.



10. Alternativa A

Considere o quadrado 2x2 do canto superior esquerdo. Duas dessas casas precisam ser ocupadas por dominés.
As possibilidades, usando o para dizer que a casa é ocupada por dominé e X para dizer que ndo é ocupada, sdo

X | o X | X o | X o | o X | o o

X o o o o X X X o X X o

A dltima possibilidade néo é vidvel, pois um dominé ocupa duas casas e ambas as casas vizinhas a casa do
canto ndo estdo ocupadas. Ao continuar a quinta possibilidade, notamos que um quadrado 2 x 2 tem pelo
menos trés casas ndo ocupadas, o que nao é possivel:

o
X

Deste modo, em todo caso, ocupamos duas das casas do quadrado do canto com um dominé. Se esse dominé
estd na vertical, as duas primeiras linhas estdo definidas:

X|o| X |o| X |o| X ]|]o]| X
X|o| X]|]o| X |]o]| X ]|o]|X

Se 0 dominé esta na horizontal, preenchemos as duas primeiras colunas de modo analogo.

Assim, preenchemos linha por linha ou coluna por coluna, com duas possibilidades para cada novo par de
linhas ou colunas (0os dominés precisam ficar todos horizontais ou todos verticais).

Como ha 4 maneiras de preencher o primeiro canto e 2 maneiras para preencher cada um dos préximos quatro
pares de filas, ha 4 - 2* = 64 possibilidades de preenchimento.

Solu¢des — Respostas numéricas

11. Resposta: 0012

Veja a solugdo do problema 13 do nivel 1.

12. Resposta: 6066

Veja a solugdo do problema 14 do nivel 1.

13. Resposta: 0040

Veja a solugdo do problema 15 do nivel 1.

14. Resposta: 0030




O triangulo ABM tem é&rea w =% =18 e AM = BM = V32 + 62 = 3V5. Sendo & a altura do triangulo

i BM:h — 36 _ 36 _ 12
relativa a BM, =5 —18<:>h—BM—3‘@—\/§.

Logo sen ZAMB = ﬁ = 1?\;;5 = %, de modo que o triangulo retangulo sombreado ¢ o triangulo 3 — 4 — 5 com

catetos BM = 3 V5 e 4V/5. Sua 4rea é M = 30.

15. Resposta: 0050

Sabemos que l \/EJ =t e t<Vk<t+l & 2 <k<(t+1)% Comoh4 (t+1)? - = 2t + 1 nameros dentro
desse intervalo,

| VI|+|[V2]++| Vi =3 14524+ @ -1t -D+ (- +1)-t,
emquet:{\/ﬁj.

Como Yyt (2k + 1k = Y3, 2k* + k=2 m(mﬂé(zmﬂ) + m(";rl) = m(m+1;(4m+5), usando esse fato param =t -1,

[\/IJ_,_[\/EJ_,.....FL\/EJ:W+(Tl—tz+l)-t.

Temos 822 =7.29 =203 e 283 = 7.4 .11 = 308, t = 7, de modo que

| VI|+|V2]+- 4| Vi| =217 & 203+ (n-48)-7 =217 > n=50.

Observagio: E claro que é possivel calcular diretamente sem achar a férmula fechada para a soma: sendo
S, = l\/TJ + L\/EJ + -+ l\/ﬁJ, calcula-se usando as parcelas S, paran = 3,8,... ,72 — 1 = 48 e adiciona-se 7
mais duas vezes:

n |3 8 15 24 35 48
Si |3 3+2:5=13 13+3-7=34 34+4-9=70 70+5-11=125 125+6-13 =203

Com isso, Sy9 =203 +7 =210e S5 =210 + 7 = 217.



12 COMPETICAO JACOB PALIS JUNIOR DE MATEMATICA
Nivel 3 (Ensino Médio)

Respostas
Testes
LD[2.C[3B[4A[5C
6.E|7.C|8C[9.D|[10.C

Respostas Numéricas

Problema 11 12 13 14 15
Resposta | 0015 | 0030 | 0019 | 0015 | 0232

Solugoes — Testes

1. Alternativa D

Veja a solugdo do problema 1 do nivel 1.

2. Alternativa C

Veja a solugdo do problema 9 do nivel 1.

3. Alternativa B

Veja a solugdo do problema 6 do nivel 2.

4. Alternativa A

Note que f é uma fun¢do que admite a inversa g tal que x = 2g(x) -1 < g(x) = "zll Assim, f(f(... f(x)...)) =
0 & x=g(g(...g(x)...), em que g é aplicada 0 mesmo niimero de vezes que f, ou seja, 2022 vezes.
Observamos que g(0) = %, g(g(0)) = # = % e 9(g(g(0)) = # = %, o que sugere que g(g(...g(0)...)) =1~ %,
em que g é aplicada k vezes.

Isso é provado por uma indugdo: aplicando ga1-— zl—k obtemos g (1 - %) = =1- 2%, o que conclui nossa

indugdo. Logo x = 1 — 5.

5. Alternativa C

A formiga precisa ir 3 vezes para trés sentidos diferentes (as trés dimensdes do cubo). Simbolizando ir nos

sentidos por A, B e C, a quantidade é o niimero de anagramas de AAABBBCCC, que sdo % = 287654 _

66
3-4-7-5-4=1680.

6. Alternativa E

Veja a solugdo do problema 9 do nivel 2.

7. Alternativa C

Podemos fixar qualquer um dos pontos médios das arestas. Cada aresta tem quatro arestas adjacentes (com
um vértice comum), quatro arestas reversas, uma aresta oposta e duas arestas paralelas na mesma face. Com
isso, pela simetria, ha quatro angulos diferentes que podem ser obtidos. Pode-se verificar que esses angulos
medem 60° (adjacentes), 120° (reversas), 180° (opostas) ou 90° (paralelas na mesma face).



8. Alternativa C
Pela férmula de Heron, a drea de um triangulo de lados \a, Vbe \eé

\/ Va+ Vb + \/E](—\/ﬁ+ Vb + \/E)[\/_— Vo + \/E][\/E+ \/_—\/E]
2 2 2 2

(Vo+ o) —a)(a-(Vo- )

4 4
i \/ b+c—a+2x/ﬁ](—b—c+a+2\/ﬁ]_ \/4bc—(b+c—a)2
B 4 4 B 16

Paraa=1,b=2ec =5, obtemos como area

\/4-2.5—(2+5—1)2 _ \/I_l
16 V4 Y

de modo que um triangulo de lados V1 =1, V2 e V5 é manhoso.

Comoa+b+c >1+2+3 = 6, hd outros dois tridngulos possiveis com soma a+b+cmenordoque1+2+5=8:

o tridngulo de lados \/I, V2e V3, que tem érea 4/ w = g e o tridangulo de lados \/I, V2e \/11, que

) 424-2+4-12 _ 7 ) < A . .
tem drea /——,—— = . Essas dreas ndo sdo nimeros racionais, de modo que o menor valor para a soma

a+b+cés8.

9. Alternativa D

Um conjunto espetacular com 8 elementos é {1,4,6,9,11, 14,16, 19}, que tem quatro nimeros que deixam resto
1 e quatro que deixam resto 4 na divisdo por 5; as possiveis somas médulo 5 sdo, entdo, 1 +1+1 =3 (mod 5),
1+1+44=1(modb5),1+4+4=4 (mod 5)ed+4+4=2 (mod 5).

Suponha que um subconjunto S C {1,2,...,20} tenha nove ou mais elementos. Assim, como hd no maximo
4 elementos para cada resto na divisdo por 5, ha pelo menos trés restos diferentes. Se um deles é 0, pode-se
escolher no maximo um dos restos 1 ou 4 e no méximo um dos restos 2 ou 3, ou seja, hd exatamente trés restos
distintos. Ha no maximo dois ntimeros que deixam resto 0, de modo que hé pelo menos 9 — 2 = 7 nos outros
dois restos, ou seja, hd quatro de um resto e trés do outro. Multiplicando todos os ntmeros por um valor
conveniente, podemos supor que o resto 1 aparece quatro vezes, de modo que o outro resto, que aparece pelo
menos 3 vezes, é2ou3. Mas1+1+3 =0 (mod5)el+2+2 =0 (mod 5), de modo que esse caso ndo é
possivel.

Assim, ndo aparece multiplo de 5, e s6 temos quatro restos disponiveis (1 a4). Um desses restos, que novamente
podemos supor que é 1, aparece pelo menos trés vezes. Isso faz com que tenhamos nenhum 3 (pois3+1+1 =0
(mod 5)). Assim, os restos que aparecem sao 1, 2 e 4. H4 no méximo um 2 (pois 2+2 + 1 = 0 (mod 5)), logo
ha quatro restos 1, um resto 2 e quatro restos 4. Mas ai4 +4 +2 = 0 (mod 5). Novamente, ndo é possivel.

Logo a quantidade méxima de elementos de um subconjunto espetacular de {1, 2,...,20} é 8.

10. Alternativa C
Observando que /PAC = £PCB, construa o circuncirculo de APC, que é tangente a BC.

O




Seja R o raio desse circulo. Entdo, da tangéncia, ZAOC = 2/ACB, de modo que

AB AC 2R
AC =2Rsen /ACB = 2R - ﬁ = E = %
Finalmente, no tridngulo PCB, BC = 2PC cos 15° e, pela lei dos senos, PC = 2R sen /PAC = 2R sen 15°. Portanto
BC =2-2Rsen15° cos15° = 2R sen 30° = R.
AC 2R 2R _
AB BC R
Soluc¢des — Respostas numéricas

11. Resposta: 0015
Temos que % =y — 2022 é inteiro. Assim, y = kx, x # 0 e k inteiro, e obtemos

kx —k = 2022 & (x— 1)k = 2022.

Assim, k é divisor de 2022 = 2-3-337, que tem 2(1 +1)(1 + 1)(1 + 1) = 16 divisores (incluindo negativos). Temos
x—1= %2 ¢ atnica possibilidade que néo serve é x = 0 (pois x estd no denominador na equagao original), o

que ocorre para k = —2022.

Logo a equacdo tem 16 — 1 = 15 solugdes (x, ) inteiras.

12. Resposta: 0030

Veja a solugdo do problema 14 do nivel 2.

13. Resposta: 0019

Para obter um polinémio que satisfaz P(0) = 1 e P(3) = 100, considere Q(x) = P(x) — 33x — 1, obtido subtraindo
de P aequagdo dareta que passa por (0, 1) e (3,100). Temos Q(0) = Q(3) = 0, de modo que Q(x) = x(x—3)R(x), ou
seja, P(x) = x(x — 3)R(x) + 33x + 1, em que R(x) tem coeficientes inteiros. Nesse caso, P(10) = 10 - 7R(10) + 331 =
70(R(10) + 5) — 19, cujo menor valor em valor absoluto é 19. Fazendo R(x) = -5, obtemos um polinémio
P(x) = =5x(x — 3) + 33x + 1 valido.

14. Resposta: 0015

Cada pessoa retira de sua pilha independentemente. Sendo N a quantidade de chocolates na pilha, se N é impar
a quantidade de chocolates no bolso aumenta em 1 e a pilha tem N — 1 chocolates e se N é par, a quantidade de
chocolates na pilha muda para N/2.

Vendo na base 2, se N termina em 1 a quantidade de chocolates no bolso aumenta em 1 e a quantidade de
chocolates na pilha é obtida trocando o 1 das unidades por 0. Se N termina em 0, a quantidade de chocolates
no bolso ndo muda e a quantidade de chocolates na pilha, N/2, é obtida “cortando” o 0 das unidades. Com
isso, a quantidade de chocolates é igual ao ntimero de digitos 1 na base 2 da quantidade inicial de chocolates
na pilha.

Assim, como 2022 = 11111100110,, Elon sempre obtém 8 chocolates. Agora, para n > 10, 2" — 2022 =
1000...00, — 11111100110, = 111...00000011010,, em que hd n — 11 uns a esquerda. O total de chocolates de
Jacob é igual an —11 + 3 = n — 8. Essa quantidade é menor do que a de Elon quandon -8 <7 < n<15.0
maior valor de n é 15.

15. Resposta: 0232

Numere as linhas de 1 a 7. Se Esmeralda liga o ponto da linha i na esquerda ao ponto da linha j na direita,
ela deve ligar o ponto da linha j na esquerda ao ponto da linha i na direita. O problema é entdo equivalente a
particionar o conjunto {1,2, 3,4, 5, 6,7} em conjuntos de 1 ou 2 elementos. Dividimos nos seguintes casos:

e Nenhum conjunto de dois elementos: s6 ha 1 possibilidade.

e Um conjunto de dois elementos: hd (;) = Z& = 21 possibilidades.

¢ Dois conjuntos de dois elementos: escolhemos os quatro nameros 4, b, c, d envolvidos de (Z) = (Z) =182 =

35 maneiras e depois escolhemos o outro elemento x de {4, x} de 3 maneiras, e hd 35-3 = 105 possibilidades.

e Trés conjuntos de dois elementos: escolhemos o que nédo estd envolvido nesses conjuntos de 7 maneiras.
Sendo a4,b,c,d, e, f os ndmeros, escolhemos o “parceiro” de a de 5 maneiras e o “parceiro” do menor
nimero que sobrou de 3 maneiras (tiramos 3 antes). H47 - 5 - 3 = 105 possibilidades.

O total de desenhos que Esmeralda pode fazer ¢, entdo, 1 + 21 + 105 + 105 = 232.



