XIV Competencia Iberoamericana Interuniversidades de

Problema 1.

Problema 2.

Problema 3.

Matematicas

PRIMEIRO DIA

27 de setembro de 2022

Dada a funcdo f(z) = 22, o setor de f de a a b é definido como a regido limitada entre o

grafico de y = f(x) e o segmento de reta que une os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Se define a
sequéncia crescente xg,x1,... com g =0 e x1 = 1, e tal que a area do setor de f de x,, até
Tpy1 € constante para n > 0. Determine o valor de z,, em funcao de n.

Seja v € R? um vetor de comprimento 1, e seja A uma matriz 2 x 2 com entradas reais tais
que:

(i) Os vetores Av, A%v e A3v também tém comprimento 1.

(ii) O vetor A%v ndo é igual a +v nem a +Awv.

Prove que A'A = I,.

Nota: A! denota a transposta da matriz A, e Iy é a matriz identidade 2 x 2.

Danielle desenha no plano um ponto O e um conjunto de pontos P = { Py, P1, ..., Pape2} tais
que
LPyOPy = ZPIOPy = -+ = £LP53210Psg00 =, 0<a<m,

onde os angulos sao medidos em sentido anti-horério e para 0 < n < 2022 vale OP,, = r™ com
r > 1 um ntmero real dado. Em seguida, obtém novos conjuntos de pontos no plano iterando
o seguinte processo: dado um conjunto de pontos {Ag, A1,...,A,} no plano, constrdi-se
um novo conjunto de pontos {By, By, ..., B,_1} de modo que ApAg1By seja un tridngulo
equilatero orientado em sentido horario para 0 < k < n — 1. Depois de realizar o processo
2022 vezes a partir do conjunto P, Danielle obtém um unico ponto X. Se d é a distancia de
X ao ponto O, demonstrar que

(’I“ _ 1)2022 < d < (7“ + 1)2022.

Tempo mdazrimo: 4 horas e 30 minutos
Cada problema vale 10 puntos
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Problema 4.

Problema 5.

Problema 6.

Matematicas

SEGUNDO DIA

28 de setembro de 2022

Dado um inteiro positivo n, determine quantas permutacoes o do conjunto {1,2,...,2022n}
tém a seguinte propriedade: para cada ¢ € {1,2,...,2021n + 1}, o ntimero

o(i)+o(i+1)+---+o(i+n—1)
é um maultiplo de n.

Defina no plano a sequéncia de vetores vi,vs,... com valores iniciais v; = (1,0), vy =
(—1/4/2,1/1/2) e satisfazendo a relacao

v, — Un—1 +Un—2
" lvn—1 +'Un—2H,

para n > 3. Demonstrar que a sequéncia é convergente e determinar o seu limite.

Nota: A expressao ||v]| denota o comprimento do vetor v.

Dado um inteiro positivo m, seja d(m) o nimero de divisores positivos de m. Mostre que
para todo inteiro positivo n vale que

d((n + 1)1) < 2d(n)).

Tempo mdximo: 4 horas e 30 minutos
Cada problema vale 10 puntos



