442 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Fase Unica — Nivel Universitario
PRIMEIRO DIA

Olimplada
Brasileira de
Matematica

1. Dado 0 < a < 1, determine todas as fungdes f : R — R continuas em x = 0 tais que
f(x) + f(ax) = x,Vx € R.

2. Considere o conjunto G de matrizes 2 X 2 dado por

a={(: 3

a,b,c,d € Z,ad — bc = 1, c é multiplo de 3}

aslo 1) 5=(3 )

Mostre que qualquer matriz de G pode ser escrita como um produto MiM;...M,
com M, € {A,A"1,B,B71},Vi<r.

e as matrizes em G

3. Seja (a:)nen uma sequéncia de inteiros. Definimos aﬁlo) = a,, para todo n natural. Para todo
inteiro M > 0, definimos (a,(qMH))neN: u,&MH) = as\ﬁ - a,SM), ¥n € N. E dizemos que (a,)nen € (M + 1)-
autorreferente se existem k; e k» naturais fixados, tais que a,,1, = a%]; 1), VYn € IN.

a) Existe uma sequéncia de inteiros tal que o menor M para o qual ela é M-autorreferente é
M =2022?

b) Existe uma sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos tal que o menor M para o qual
ela é M—autorreferente é M = 20227
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1. Dados c,a > 0, considere a sequéncia (x,),>1 definida por x; = ce x,41 = xpen paran > 1. Para

quais valores reais de  a série )., xﬁ ¢é convergente?

2.Dado X c IN, definimos d(X) como sendo o maior ¢ € [0, 1] tal que, para quaisquer a < c e np € IN,
existem m,r € N com r > ng e | XN [m,m+71)|/r > a. Sejam E,F C IN com d(E)d(F) > 1/4. Prove que,
para qualquer p primo e k € N, existem m € E,n € F com m = n (mod pF).

3.Seja p = 3 (mod 4) um ntimero primo, e seja O um angulo tal que tan(6) é racional. Prove que
tan((p + 1)0) é um ndmero racional cujo numerador é multiplo de p, ou seja, tan((p + 1)0) = & com
u,v€Z,v>0mdc(u,v) =1leu=0 (mod p).



