Sdbado, 15 de abril de 2023

Problema 1. Sao dados n > 3 ntmeros reais positivos ai,as,...,a,. Para cada 1 < i < n, defina

b; = a“laiﬂ““ (aqui, definimos ay como ay, € ap+1 como ay). Suponha que, para todo i e j inteiros
K

no intervalo de 1 a n, temos a; < a; se, e somente se, b; < b;.

Mostre que a1 = ag = - -+ = ay,.

Problema 2. Seja ABC um tridngulo acutangulo. Seja D o ponto no seu circuncirculo tal que AD
é um didmetro. Suponha que os pontos K e L pertencem aos segmentos AB e AC, respectivamente,
e que DK e DL sao tangentes ao circuncirculo do tridangulo AK L.

Mostre que a reta K L passa pelo ortocentro de ABC.

O ortocentro de um tridngulo é o ponto de intersegdo das suas alturas.

Problema 3. Seja k um inteiro positivo. Alexa tem um dicionario D que consiste em sequéncias de
k letras, formadas apenas com as letras A e B. Lexi gostaria de escrever as letras A ou B em cada
casa de um tabuleiro k x k de modo que cada coluna contém uma palavra de D quando lida de cima
para baixo e cada linha contém uma palavra de D quando lida da esquerda para a direita.

Qual o menor valor inteiro de m de modo que se D possui pelo menos m palavras diferentes, entéo
Alexa consegue preencher seu tabuleiro como deseja, independentemente das palavras em D?
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Brasilia).



Domingo, 16 de abril 2023

Problema 4. Turbo, a lesma, estd sobre um ponto de uma circunferéncia de perimetro 1. Dada
uma sequéncia infinita de ntimeros reais positivos ci,co,cs, ..., Turbo percorre, sucessivamente, as
distancias cq, ¢o,c3, ... ao redor da circunferéncia, cada vez escolhendo fazé-lo no sentido horério ou
anti-horario.

Por exemplo, se a sequéncia ¢y, co,c3,... é dada por 0.4,0.6,0.3, ..., entdo Turbo pode comecar o seu
trajeto como segue:

0.4
0.6

0.3

Determine a maior constante C' > 0 com a seguinte propriedade: para toda sequéncia de ntimeros
reais positivos ¢y, co,c3, ... com ¢; < C para todo i, Turbo pode (apds estudar a sequéncia) garantir
que existe um ponto da circunferéncia que nunca sera visitado ou atravessado.

Problema 5. E dado um inteiro positivo s > 2. Para cada inteiro positivo k, definimos o seu giro k’
como segue: se k é escrito como as + b, onde a, b sdo inteiros nao negativos e b < s, entdao k' = bs + a.
Dado o inteiro positivo n, considere a sequéncia infinita dy,ds, ..., em que d; = n e d;4+1 é o giro de d;
para cada inteiro positivo i.

Mostre que essa sequéncia contém o 1 se, e somente se, o resto quando n é dividido por s> —1 é 1 ou
s.

Problema 6. Seja ABC um tridngulo com circuncirculo €. Sejam Sy e S, os pontos médios dos
arcos AC' e AB, respectivamente, que nao contém o terceiro vértice. Seja N, o ponto médio do arco
BAC (o arco BC que contém A). Seja I o incentro de ABC'. Seja wy a circunferéncia tangente a AB
e internamente tangente a {2 em S e seja w. a circunferéncia tangente a AC e internamente tangente
a 2 em S.. Mostre que a reta I N, e a reta que passa pelas intersecoes de wp € w, se encontram em {).

O incentro de um triagngulo € o centro do seu incirculo, a circunferéncia interna ao triangulo que €
tangente aos seus trés lados.
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