XV Competicao Iberoamericana Interuniversitaria de Matematica Rio de Janeiro

Primeiro dia
8 de setembro de 2023

Problema 1. Determine todos os pares de reais positivos (a,b) com a < b tais que a seguinte

o g / (o} da = / (o} do+ / (o) do+ / e

seja convergente e determine seu valor em funcao de a e b.
Nota: {z} = x — |x| denota a parte fracionaria de x.

Problema 2. Um fabricante de brinquedos tem & sua disposicao k dados, cada um com 6 faces
em branco. Sobre cada face de cada um desses dados o fabricante deve desenhar um dos digitos
0,1,2,...,9.

Determine (em fungao de k) o maior inteiro n tal que o fabricante possa desenhar digitos nos k
dados de modo que, para qualquer inteiro positivo r < n, seja possivel escolher alguns dos k£ dados
e formar com eles a representacao decimal de r.

Nota: Os digitos 6 e 9 sao distinguiveis: aparecem como 6 e 9.

Problema 3. Dada uma matriz A real simétrica 3 x 3, definimos f(A) como uma matriz 3 x 3
com os mesmos autovetores de A tal que se A tem autovalores a, b, ¢, entdao f(A) tem autovalores
b+c,c+a,a+b (nessa ordem). Definimos uma sequéncia de matrizes reais simétricas Ay, Ay, Ao, . ..
3 x 3 tais que 4,11 = f(A,) paran > 0. Se a matriz Ay ndo tem nenhuma entrada nula, determine
o nimero maximo de indices j > 0 para os quais a matriz A; tem alguma entrada nula.

Cada problema vale 10 pontos
Tempo maximo: 4h 30m.
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Segundo dia

9 de setembro de 2023

Problema 4. Para um inteiro positivo n, o(n) denota a soma dos divisores positivos de n.

Determine
2023)

i o(n
linjogp (o(n))2023
Nota: Dada uma sequéncia (a,) de ntmeros reais, dizemos que limsup,,_, . a, = +00 se (a,)
nao é limitada superiormente, e, caso contrario, limsup,,_,. a, € a menor constante C tal que,
para todo real K > (, existe um inteiro positivo N com a, < K para todo n > N.

Problema 5. Dado um inteiro positivo k& > 1, determine todos os inteiros positivos n tais que
o polinémio
2k—2
' k
P(Z):Zn+ZZ]:1+Z+22++22 _2+Zn

Jj=0

tem uma raiz complexa w tal que |w| = 1.

Problema 6. Seja n um inteiro positivo. Definimos f(n) como o niimero de sequéncias finitas
(a1, as,...,ax) de inteiros positivos tais que a; < as < az < --- < ay e

a1 +aj+aj+---+a; <n.
Determine v e C' constantes positivas tais que

lim @ =C.

n—oo N

Cada problema vale 10 pontos
Tempo maximo: 4h 30m.



