Prof. Cicero Thiago

Assuntos:

- Congruéncia de triangulos
- Paralelismo

- Soma dos dngulos internos de um tridngulo

Definicdo 1. Dois tridngulos AABC e AD E F sao ditos congruentes (AABC =ADEF) se:

D

AB=DE LA=/D
AC=DF e /B=/E
BC=EF LC=/LF
Axiomal. (Caso de Congruénciade Tridngulos - LAL)
Sejam ABC e D EF triangulos quaisquer, tais que, AB=DE,/A=/D e AC=DF,entao AABC=ADEF.
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Teorema 1. (Caso de Congruéncia de Tridngulos - ALA)
Sejam ABC e D EF triangulos quaisquer, tais que, /B =/ZE, BC=EF e Z/C = /F, entdo os tridangulos sdo
congruentes.

Demonstracdo 1. Temos que pela lei da tricotomia uma das trés sentencas é verdadeira: AB=DE, AB <
DE ouAB > DE. Se AB = DE, temos que os tridngulos serdo congruentes pelo caso LAL. Assuma, sem
perda de generalidade, que AB # DE. Entdao AB<DE ou AB> DE. Tome AB < DE. Seja G o ponto sobre
olado DE tal que EG = AB. Como AB = EG, /B=/E e BC = EF, segue que os tridngulos ABC e GEF
sdo congruentes, pelo caso LAL. Portanto, ZAC B = ZG F E. Contradicao, pois ZACB > ZGFE. O caso em
que AB > D E é andlogo. Portanto, AB = DE e, pelo caso LAL, os tridangulos ABC e D E F sdo congruentes.
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Exemplo 1. Seja ABC um tridngulo tal que AB = BC, entdo ZABC =ZACB.

Solugdo. Seja ABC um triangulo talque AB=BC e ZA=a.

Seja AC B um triangulo tal que AC=ABe ZA=a.

A

Temos que AABC = AAC B, pelo caso LAL e, com isso, /B =ZC.

Teorema 2. (Caso de Congruénciade Tridngulos - LLL)
Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entdo esses triangulos sdo congruentes.
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Demonstragdo 2. Seja G um ponto do semiplano determinado pela reta BC, que ndo contém o ponto A,
tal que ZGBC = ZDEF e GB = DE. Pelo caso LAL temos que AGBC = ADEF. Provemos agora, que
AABC =AGBC. Sabemos que GB = DE = AB e como em todo triangulo is6sceles os dngulos da base sao
iguais, entdo ZBAG = ZBGA. De maneira andloga, ZCAG = ZCGA. Portanto, ZBAC = ZBGC e, assim,
AABC =AGBC pelo caso LAL.

\/
AN

E F

Definig¢do 2. Um angulo externo de um tridngulo é um angulo formado por um lado e pelo prolongamento
de outro lado.
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Teorema 3. Um angulo externo de um tridngulo é maior que qualquer um dos seus angulos internos nao
adjacentes.

Demonstragdo 3.

Seja ABC um tridngulo qualquer, D um ponto sobre o prolongamento do lado BC, mais préximo de C, e
E o ponto médio de AC. Seja F o ponto sobre o prolongamento da mediana BE tal que BE = EF. Com
isso, ABEA=AFEC pelocasoLAL,jaque AE=CE,BE =FE e /BEA=/FEC,pois sdo angulos opostos
pelo vértice. Entao, ZA=/ZE CF. Agora, fica facil perceber, que ZACD > /A, pois F é um ponto interior ao
angulo ZAC D. De maneira anédloga temos que ZACD > /B.

Teorema 4. (Caso de Congruéncia de Tridngulos - LAA)
Sejam ABC e DEF dois tridangulos quaisquer tais que AB = DE, /B = /E e Z/C = ZF. Entao AABC =
ADEF.
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Demonstracdo 4. Temos que pelalei da tricotomia uma das trés sentencas é verdadeira: BC =EF, BC>EF
e BC<EF.Se BC =EF ostriangulos ABC e DE F serdo congruentes pelo caso ALA. Assuma, sem perda
de generalidade, que BC # EF. Tome BC > EF. Dessa forma existe o ponto P, no interior do lado BC
do triangulo ABC, tal que BP = EF. Pelo caso LAL temos que AABP =ADEF pois AB=DE,/B=/E e
BP =EF.Comisso, ZAPB=/DFE = /ACB. Isso é uma contradi¢do pois, pelo teorema do angulo externo

no AAPC, ZAPB > /AC B. Assim, o ponto P teré de coincidir com o ponto C e, portanto, AABC=ADEF.
O caso em que BC < EF é anélogo.

A

B P C
D

E F

Exemplo 2. Seja ABC um triangulo tal que ZABC = ZAC B, entdo AB=AC.
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Solugdo. Seja D o ponto do segmento BC tal que AD L BC. Temos que AABD = AACD pelo caso LAA.

O quinto caso de congruéncia de tridngulos é especial para tridngulos retangulos.

Teorema 5. (Caso de congruéncia cateto - hipotenusa)
Sejam ABC e D E F dois tridngulos retangulos, tais que os catetos AB e D E sdo iguais, e as hipotenusas AC
e E F também sdo iguais, entdo, os tridngulos sdo congruentes.

A

]

—

Demonstracdo 5. Seja P um ponto sobre o prolongamento do BC, mais préximo de B no triangulo ABC,
tal que PB = EF. E facil perceber, que ADEF = AABP, pelo caso LAL, pois PB = EF, DE = AB e
/ABP = /DEF = 90°. Por outro lado, AAPC é is6sceles de base PC, entdo ZAPC = ZACP. Pelo caso
LAA, os tridngulos ABP e ABC sao congruentes. Assim provamos que os triangulos ABC e D E F sdo con-
gruentes.
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Definigdo 3. Duas retas coplanares r e s sao ditas paralelas se ndo possuem pontos de interseccgao.

Definigcdo 4. Na figura abaixo as retas r e s sdo paralelas, areta ¢ é chamada de transversal e os angulos « e
B sdo chamados de alternos internos.

/

Teorema 6. Se duas retas cortadas por uma transversal formam dois dngulos alternos internos congruentes,
entdo as retas sdo paralelas.

Demonstracdo 6. Sejam r e s duas retas cortadas por uma transversal nos pontos P e Q, respectivamente.
Sejam « e f os angulos alternos internos congruentes. Na figura da direita o tridngulo determinado pelas
retas contraria o teorema do dngulo externo devendo ter a > f3.
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Axioma 2. (Axioma das paralelas) Por um ponto nao pertencente a uma reta dada, passa uma Unica reta
paralela a essa reta.

Teorema 7. Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entdo os angulos alternos internos sao
congruentes.

Demonstragdo 7. Considere as retas paralelas r e s, e uma transversal ¢ que as cortaem P e Q, respectiva-
mente.

Assuma que os angulos alternos internos a e  ndo sejam congruentes. Seja r’ uma reta que passa por
P formando com s e t 4ngulos alternos internos congruentes . Pelo teorema 6 temos que r’ || s, o que

contraria o axioma das paralelas pois teremos duas retas distintas r e r’ passando por P e paralelas a s.
Logo a=p.

Teorema 8. A soma dos angulos internos de qualquer triangulo é 180°.

Demonstragdo 8. Pelo vértice A vamos trace uma reta paralela aolado BC. Ja sabemos que ZABC =/ZDAB,
pois sdo alternos internos e, pelo mesmo motivo, ZAC B =ZCAE. Entado, ZDAB+/BAC +/ZCAE =180° e,
com isso, ZABC + /BAC + ZAC B=180°.

D A E

Exemplo 3. Nafigura, AD =BC, AD || BC, E e F estdo sobre o segmento AC tal que ZADE = ZCBF. Prove
que AB||CDeDF =EB.
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Solugdo. Como AD || BC entdo ZDAE = ZBCF. Temos que ADAC = ABCA pelo caso LAL e, com isso,
/DCA=/BAC = AB| CD. Poroutrolado temosque ADAE = ABCF pelocasoALAe, comisso, DE = BF
e AE=CF.

Além disso AF =AE+EF=CF+EF=CE. Entdo AADF =ACBE pelo caso LAL e, comisso, DF = BE.
Portanto, pelo caso LAL, temos que ADFE =ABEF e, comisso, DF = BE.

Exemplo 4. Seja ABC um triangulo isésceles com ZA = ZB =80°. Seja M o ponto sobre o lado BC tal que
CM = AB. Determine a medida do angulo ZAM B.

Solugdo. Construa o tridangulo M N C congruente ao triangulo ABC e, em seguida, ligue o vértice N ao vér-
tice A. Temos que ZACB =20°e ZNCM = ZCAB = 80°. Com isso, ZNCA = 80°—20° = 60°. Como o0s
triangulos ABC e M N C sao congruentes e isosceles temos que AC = N C. Portanto o tridngulo NCA é
equilatero, ZCNA =60° e ZANM = 60°—20° =40°. Como NA=NM temos que ZNMA=/NAM =70°.
Por fim, ZAM C =80°+70° =150° e ZAM B = 180° — 150° = 30°.
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Exercicios propostos

1. (***) Seja ABC um triangulo is6sceles, com AB = BC e ZABC =82°. Seja M um ponto no interior do
triangulo tal que AM = AB e ZM AC =11°. Ache amedida do angulo ZM CB.

2. (**) Seja ABC um triangulo tal que ZABC =2/BCA, ademais, seja D o ponto do lado BC tal que AD
é bissetriz do angulo ZCAB e CD = AB. Calcule as medidas dos angulos do tridngulo ABC.

3. (**) As bissetrizes internas dos angulos ZA e ZC do tridngulo ABC cortam-se no ponto I. Sabe-se que
AI=BC eque ZICA=2/IAC. Determine a medida do dngulo ZB.

4. (*) No tridngulo ABC is6sceles de base BC, os pontos D e F estdo sobre o lado AB e E esté sobre o
lado AC, de tal forma que BC =CD = DE = EF = FA. Determine a medida do dngulo ZBAC.

5. (****)Seja ABC um triangulo isésceles com ZABC =20° e AB = BC. Sejam os pontos E no segmento
BC e D no segmento AB tais que ZCAE =50° e ZAC D =60°. Determine a medida do angulo ZCDE.

6. (*) Seja ABC um triangulo isésceles com AB = AC. Seja E um ponto sobre o lado AC, D um ponto
sobre o lado BC tais que AE =AD e ZBAD =48°. Determine a medida do angulo ZCDE.

7. (*) ATA) Considere o tridngulo ABC is6sceles em que o angulo distinto dos demais, ZBAC, mede 40°.
Sobre o lado AB, tome o ponto E tal que ZACE = 15°. Sobre o lado AC, tome o ponto D tal que
/D BC =35°. Entdo, o angulo ZE D B vale
(a) 35° (b) 45° (c) 55° (d) 75° (e) 85°
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(**) Um triangulo ABC é tal que ZC =2/A e AC =2BC. Prove que este triangulo é retangulo.

(*) O canto de um quadrado de cartolina foi cortado com uma tesoura. A soma dos comprimentos dos
catetos do triangulo recortado € igual ao comprimento do lado do quadrado. Qual o valor da soma
dos angulos ¢ e f marcados na figura abaixo?

27°

(***) Seja ABC D E um pentdgono convexo, talque AE=EDeBC=CD.Se/BAE+/EDC+/CBA=
360° e P é o ponto médio de AB. Prove que o tridngulo E C P é retangulo.

(*) No tridngulo OY Z, os lados OY e OZ tém medidas iguais. Se W é um ponto do lado OZ tal que
os segmentos YW, WO e YZ tém a mesma medida, entao, a medida do angulo ZY O Z é:
(a) 46° (b) 42° (c) 36° (d) 30°

(*) O triangulo M N P é tal que o angulo ZM =80° e o angulo ZP = 60°. A medida do angulo formado
pela bissetriz do angulo interno ZN com a bissetriz do angulo externo ZP é:
(a) 20° (b) 30° (c) 40° (d) 50° (e) 60°

(**) Seja ABC um triangulo equilétero e seja D um ponto sobre o lado AB. Seja E o ponto no pro-
longamento de AC, mais préximo de C, tal que BD = CE. Se G é a intersec¢do de DE e BC prove
que GD =GE.

(**) Seja ABC um triangulo equilétero e sejam D e E pontos sobre os prolongamentos de AB e BC,
mais préoximos de A e C, respectivamente, tais que DC = DE. Prove que AD =AC+ CE.

(**) Seja ABC um triangulo tal que AC=BC =5e ZAC B =80°. Se O é um ponto no interior do trian-
gulo ABC tal que ZOAB =10° e ZOBA=30°, determine o comprimento de AO.

12
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(**) Seja ABC um triangulo tal que AM =M C e BC =2AP. Determine a medida do dngulo ZAD B.
B

(**) Seja ABC um tridngulo e sejam AH e BM a altura e mediana relativas aos vértices A e B, respec-
tivamente. Se N € a intersec¢do de AH e BM e AN = BC, determine a medida do dngulo ZM BC.

(*) Os angulos internos de um tridngulo sdo proporcionais a 2, 3 e 4, respectivamente. Determine a
medida do maior deles.

(*) Num tridngulo ABC, o angulo obtuso formado pelas bissetrizes internas dos angulos ZB e ZC ex-
cede o dngulo ZA em 76°. Determine ZA.

(***) Da figura, sabemos que AB = AC, ZA=100° e AD = BC. Determine x =ZCBD.

A

(*) Determine as medidas dos dngulos agudos de um tridngulo retangulo, sabendo que a mediana e a
bissetriz relativas a hipotenusa formam um angulo de 35°.

(**) Seja ABC um tridngulo retangulo isésceles com ZAC B =90°. Sejam D o ponto médiode BC e E
o ponto sobre AB talque CE L AD em F. Prove que ZCDF =/BDE.

(**) Sejam BE e CF alturas relativas aos lados AC e AB do triangulo ABC, respectivamente. Seja P
um ponto sobre BE e Q um ponto no prolongamento de C F, mais préximo de F, taisque BP =AC e
CQ=AB. Prove que AP 1 AQ.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

(*) Seja ABC D um quadrado e seja E o ponto médio de AD. Se BD e CE se intersectam em F prove
que AF 1 BE.

(*) Prove que as bissetrizes dos angulos agudos de um tridngulo retdngulo formam angulos que inde-
pendem dos valores daqueles dngulos agudos.

(*) (ITA) Seja ABC um triangulo is6sceles de base BC. Sobre o lado AC desse tridngulo considere o
ponto D tal que os segmentos AD, BD e BC sejam todos congruentes entre si. A medida do angulo
/BAC éigual a:

(@) 23° (b)32° (c) 36° (d) 40° (e) 45°

(*) ABC é um tridngulo is6sceles no qual as bissetrizes internas BD e C E dos angulos da base se cor-
tam em F. Mostrar que os tridngulos BCF e D E F sao ambos is6sceles.

(*) BM e CN sdo duas medianas de um tridangulo ABC. Prolonga - se BM de um segmento M P =M B
e CN de um segmento NQ = N C. Demonstrar que os pontos P e Q sdo equidistantes do vértice A.

(**) Num triangulo ABC, traga - se a bissetriz do dngulo ZA e sobre ela tomam - se os segmentos
AE=ABeAF =AC.Une-se Bcom F e C com E. Mostrar que BF =CE.

(**) Seja D um ponto sobre olado BC de um tridangulo ABC, talque /ZBAD =/ZDAC =30°e AB+BD =
AC. Determine a medida do dngulo ZAC B.

(**) Seja ABC um triangulo tal que ZBAC = 120°. Seja D o pé da altura relativa ao vértice A. Se
AB+ BD = CD, determine ZC.

(**) Seja ABC um triangulo equilédtero de lado 1. Seja D um ponto no exterior do tridngulo ABC tal
que o triangulo BCD é is6scelescom DB=DC e ZBD C =120°. Sejam M e N pontos sobre os lados
AB e AC, respectivamente, tais que ZM D N = 60°. Determine o perimetro do triangulo AM N.

(**) Seja ABC um tridngulo tal que ZACB = 60°, ZBAC = 75°. Sejam D o ponto sobre BC tal que
AD 1 BC e E o ponto sobre AC tal que BE L AC. Se AD e BE se intersectam em H determine a
medida do dngulo ZCHD.

(**) Seja AB C um triangulo equilétero e sejam D um ponto no interior do tridngulo ABC e P um ponto
no exterior do tridangulo tal que AD = BD, AB = BP e BD bissecta o angulo ZC BP. Determine a me-
dida do angulo ZBPD.

(**) Seja ABC um triangulo tal que as bissetrizes externas dos angulos ZA e ZB intersectam os lados
opostos nos pontos D e E, respectivamente, de tal forma que AD = AB = BE. Determine a medida
do angulo ZA.

(**) Seja ABC D um quadrilatero convexo tal que AB = AC, AD =CD, ZBAC =20° e ZADC =100°.
Prove que AB=BC +CD.
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37. (*) (FGV) A figura representa um tridngulo ABC, com E e D sendo pontos sobre AC. Sabe - se ainda
que AB=AD, CB=CE eque ZE BD =39°. Nas condicdes dadas a medida de ZABC é:
(a) 102° (b) 108° (c) 111° (d) 115° (e) 117°

39°

38. (**)Seja ABC um tridngulo e seja D um ponto sobre olado AC talque ZABC =80°+/BACeDC =BC.
Determine a medida do angulo ZABD.

39. (**) Seja ABC um triangulo isésceles de base BC e seja M um ponto sobre AC talque AM =M B =BC.
Determine a medida do dngulo ZM BC.

40. (**) Seja ABC um triangulo e seja M um ponto sobre BC tal que AB=BM e ZM AC =10°. Determine
/BAC—/BCA.

41. (**) Seja ABC um triangulo tal que ZC =60°. Sejam D e E pontos sobre os lados AB e AC, respectiva-
mente, tais que ZAED =35° e BD = BC = E C. Determine a medida do angulo ZA.

42. (**) Seja ABCD um quadrado e sejam E e F pontos no interior tais que DA=DE =DF =DC e
/ADE=/EDF =/FDC. Prove que o triangulo BE F é equilétero.

43. (**) Existem dois possiveis tridngulos tais que AB = 13, BC = 10 e ZA = 40°. Qual a soma dos dois
possiveis valores do dngulo ZB?

44. (**) Nafiguratemos que /XY Z =/AXZ =90°, AX=XY e/XZD=/YZD.Proveque ZD L AY.

15



Prof. Cicero Thiago

45. (**) Trés quadrados sao colados entre si e a dois bastdes verticais, como mostra a figura.

126°

[ ] []

A medida do dngulo x é:
(@) 39° (b) 41° (c) 43° (d) 44° (e) 46°

46. (*) Seja ABC um tridngulo e sejam P, Q e R pontos sobre os lados BC, CA e AB, respectivamente,

tais que AQ = AR, BP =BRe CP=CQ. Se ZPQR =75 e ZPRQ = 35°, determine as medidas dos
angulos do tridngulo ABC.

47. (*) Na figura o tridngulo ABC é equilateroe AE =EB=BF = CF = AD = CD. Prove que o tridngulo
DEF équilatero.
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S

F
48. (**) Seja ABC um triangulo tal que AD 1 BC,com D € BC, BE L AC,com E € AC e F ainterseccdo
de AD e BE. Se BF = AC, determine a medida do dngulo ABC.
Respostas
01. 19° 02.36° 72°e 72° 03. 60° 04.20° 05.30° 06.24° 07.D 09.63° 11.C 12.C 15.5 16.60° 17.

45° 18.80° 19.28° 20.10° 21.80°e10° 26. C 30.40° 31.20° 32.2 33.45° 34.30° 35.12° 37.A 38.
40° 39.36° 40.20° 41.50° 43.100° 45. A 46. ZA=40°,/B=30°e ZC =110° 48. 45°
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