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1 Introducao

Neste material estudaremos propriedades dos centros de homotetia de duas circunferéncias.

Sabe-se que quaisquer duas circunferéncias w; e wy, de centros O; e Oy distintos, tém dois cen-
tros de homotetia (se tiverem raios iguais, um deles é o ponto do infinito). Chamaremos o centro
interno, ou seja, o que pertence ao segmento 0105, de insimilicentro (internal similitude center) e o
denotaremos por I, .,, j& 0 externo, chamaremos de exsimilicentro (external similitude center) e o

denotaremos por E, ., -

Esses pontos aparecem em alguns problemas de olimpiadas, entao é legal saber algumas proprie-
dades sobre eles.

Teorema 1 (Teorema de Monge) Sejam wy, ws, ws circunferéncias no plano. Temos que:
® Ly wss By ws € Fug w820 colineares;
o O3l wy, O1E,, s € O2E,, ., sao concorrentes;
® Lo wos Lugws © Euy oy sdo colineares;
o O3l 1wy, O11y, 0, € O2l,, ., sao concorrentes.
Lema 1 Dadas circunferéncias w; e wy de centros O; e Oy e raios rq, 79, temos que

7“102 — 7”201 7‘102 + 7“201
Ew17w2 = € Iwwuz = .
rL— T2 1+ T2

Lema 2 Dadas circunferéncias w; e wy de centros O; e Oa, temos que Oy, Oy, 1, u, € E,, «, formam
uma quadrupla harmonica.

Lema 3 Os centros de homotetia do incirculo de do circuncirculo de um triangulo ABC' sao inte-
ressantes:

a) O conjugado isogonal do ponto de Gergonne é o insimilicentro do circuncirculo e do incirculo.

b) O conjugado isogonal do ponto de Nagel é o exsimilicentro do circuncirculo e do incirculo.



Lema 4 Uma imagem vale mais do que mil palavras:

Exemplo 1 (Canada 2007) O incirculo de ABC toca os lados BC, CA e AB em D, E e F| res-
pectivamente. Sejam w, wi, we € w3 os circuncirculos dos triangulos ABC, AEF, BDF e CDFE
respectivamente. Além disso, w e w; intersectam em A e P, w e wy intersectam em B e ), w e w3
intersectam em C' e R.

Mostre que PD, QF e RF' concorrem.
Prova: Seja M o ponto médio do arco BC' de (ABC') que nao contém A. Como P é o Shark-Devil
Point, temos um lema que diz que P, D e M sao colineares, isso pode ser provado com inversao pela
circunferéncia (BIC).

Defina I' = (DEF) o incirculo. Note, entao, que ID || OM 1L BC = E,r =I10NDM =
IO N PD. Assim, concluimos que E,r € IO, PD,QE,RF. u




2 Problemas

Problema 1 Considere duas circunferéncias w; e wy de centros O; e Os, respectivamente. Seja R o
ponto na reta O;0y com poténcia igual a wy e wy. Seja Q) o insimilicentro de w; e wy. Suponha que
uma tangente comum externa de w; e wy 0s tocam em X, Y, respectivamente. Mostre que RQXY é
ciclico.

Problema 2 (USA TSTST 2017) Seja ABC' um triangulo de incentro /. Seja D um ponto no lado
BC' e sejam wp e we os incirculos de AABD e ANACD, respectivamente. Suponha que wg e we
sejam tangentes ao segmento BC' nos pontos E e F'| respectivamente. Defina P como a intersecao
do segmento AD com a reta ligando os centros de wp e we. Seja X o ponto de intersecao das retas
BI e CP eY o ponto de intersecao das retas C'I e BP. Prove que as retas EX e FY se encontram
no incirculo de AABC.

Problema 3 (ELMO SL 2011) Seja ABC' um triangulo. Desenho as circunferéncias wy, wg, € we
de forma que wy ¢é tangente a AB e AC, e wp e we sao definidas de forma andloga. Seja P4 um
insimilicentro de wg e we. Defina Pg e Po de forma analoga. Prove que APy, BPg, e C Ps concorrem.

Problema 4 (Olimphiada SL 2021) Seja P um ponto dentro do triangulo ABC' e sejam D, E, F' as
intersegoes de AP, BP, C'P com os lados do triangulo. Sejam wp, wg, wr os incirculosde FEP, DPF, PED.
Se as tangentes comuns externas de wg e wp se encontram em X4, as de wp e wrp em Xp e as de

wp e wg em X, mostre que X, pertence a BC, Xg a AC e X¢c a AB P se, e somente se, P é o
ortocentro de ABC'.

Problema 5 (ISL 2020) Seja ABC'D um quadrildtero ciclico. Pontos K, L, M, N sao escolhidos
em AB,BC,CD,DA de forma que KLMN ¢é um losango onde KL || AC e LM | BD. Sejam
WA, wp,wWe,wp incirculos de AANK, ABKL, ACLM, NDMN.

Prove que as tangentes internas comuns a w e we e as tangentes internas comuns a wg € wp
concorrem.

Problema 6 (IMOSL 2007) Ponto P pertence ao lado AB de um quadrilatero convexo ABCD.
Seja w o incirculo do triangulo C'PD, e seja I seu incentro. Suponha que w é tangente aos incirculos
dos triangulos APD e BPC nos pontos K e L, respectivamente. Seja E o ponto de encontro das
retas AC e BD, e F das retas AK e BL. Prove que os pontos E, I, e F' sao colineares.

Problema 7 (IMO 2008) Seja ABC' D um quadrildtero convexo com BA # BC'. Defina w; e wy como
os incirculos dos triangulos ABC' e ADC, respectivamente. Suponha que exista uma circunferéncias
w tangente a semirreta BA apds A e a semirreta BC' apds C, que também é tangente as retas AD e
CD. Prove que as tangentes externas comuns a w; € ws se intersectam em w.

Problema 8 (IGO 2019) Dado um triangulo agudo nao isdsceles ABC' de circuncirculo I'. M ¢é o
ponto médio do segmento BC' e N é o ponto médio do arco BC' de I' que nao contém A. X e Y sao
pontos em I' de forma que BX || CY || AM. Assuma que existe um ponto Z no segmento BC' de
forma que o circuncirculo de XY Z é tangente a BC'. Seja w o circuncirculo de ZM N. A reta AM
encontra w pela segunda vez em P. Seja K um ponto em w tal que KN || AM, w, um circulo que
passa por B, X e é tangente a BC' e w, um circulo que passa por C, Y e é tangente a BC'. Prove
que a circunferéncia de centro K e raio K P ié tangente as 3 circunferéncias wy, w. e I'.
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