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1 Formulario

A menos que explicitado o contrario, um ponto
“tradicional” é escrito com letra maitscula, e sua
representagao complexa com letra mintscula.

Um elemento z € C tem duas representagoes
canonicas:

z=a+bi, a,beR
z=rcisl (r=|z|=V2z el =argz)
O conjugado de z é Z =a — bi = r cis(—0).
Proposigao.
2€R <= z=7%

z€IR <— z=-%

Angulos direcionados com ntmeros com-
plexos:

a—o _ .
— € cis({BOA)R

1.1 Férmulas Gerais

Proposicgao.
a—>b
AB||CD <= —— €R
c—d
Proposigao.
a—"b .
AB1CD <— —— €iR
c—d
Proposigao.
ZeAB = " %cR
b—a
Proposicao.
ABCD & ciclico «— 2=C. 07 cp
é ciclico :
a—d b-—d

Proposigao. A reflexao de Z por AB é

R

1.2 Férmulas de Circulo Unitario

A, B, C, D sao pontos quaisquer do circulo
de referéncia (a, b, ¢, d sdo complexos sobre o
circulo unitario).

Proposicao. Z é um ponto sobre o circulo
unitario se, e somente se, 2Z = 1.

Proposicao (Equagao da corda).
ZEAB <= z+4+abz=a+b
(fazendo b = a temos a tangente por a)

Proposigao (Intersecao de cordas). AB e CD
se intersectam em
ab(c+ d) — cd(a + b)
ab—cd

Proposigao (Interse¢io de tangentes). As tan-
gentes por A e B se intersectam em

2ab

a+b

Proposigao (Reflexdo por corda). A reflexdo
de Z por AB é

2 =a+b—abz

Proposig¢ao (Projegao na corda). A projecao
de Z em AB é

1 1
§(z+z’):§(z+a+bfab§)

1.3 Centros de Triangulo

Parametrizagao tradicional:
(ABC) no circulo unitdrio com A = a, B = b,
C=c

Proposigao. O circuncentro O de AABC é
0=0

O baricentro G de AABC é G = %

O ortocentro H de AABC é H=a+b+c

O centro do Circulo dos Nove Pontos Og de
AABC é Oy = otbte

Proposigao. A Reta de Euler de AABC' é

z=(a+b+c)k, keR
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Parametrizagao de pontos médios:

(ABC) mno circulo unitdrio com A = a2
B = b, C = % e, sendo My, Mg, M¢c os
pontos médios dos arcos menores BC, CA, AB
de (ABC), respectivamente:

My =—-bc, Mp=—ca, Mc=—ab

Proposic¢ao (Incentro e exincentros).
I=—-ab—bc—ca
Ipo=2My — I =ab—bc+ ca,

Ip=ab+bc—ca, Ic=—ab+ bc+ ca

1.4 Outras Formulas

Proposicao (Férmula do circuncentro). O cir-
cuncentro do triangulo de vértices x,y, z é dado
por

x zz 1
y yy 1
z zz 1
o=
r T 1
y ¥ 1
z z 1
Transformacoes

Proposicao (Miquel complexo). Seja M o cen-
tro da roto-homotetia que leva AB em CD.

ad — be
a+d—b—c

m—a m —c

— m=

m—-b m—d

Proposig¢ao (Semelhanca com determinante).
Os triangulos AABC e AXY Z sao semelhantes
com a mesma orientagdo se, e somente se,

[SIEES IS
[SISO S

1
1|=0
1

Se a semelhanca for na orientacao contraria,
deve valer o mesmo com alguma das duas
primeiras colunas conjugadas.

Proposi¢ao (Area do tridngulo). A &rea de

ANABC ¢

+

NS
o o Q
ol ol
— =

A escolha de sinal depende do orientagao do
tridngulo. Essa formula pode ser 1til para provar
colinearidades.

Todas as férmulas que abordam diretamente angulos, semelhangas ou roto-homotetias podem ser

vistas como aplicacoes do seguinte fato:

Proposicao. A transformacao ¢: C — C dada por ¢(z) =az+b, a #0é

e Uma translacao, se a =1
e Uma homotetia, se a € R
e Uma rotagao, se |a| =1

e Uma roto-homotetia, caso contrario

Proposicao (Inversdao no plano complexo). A inversdo por um circulo de centro ¢ e raio R é dada

por

Z

R2
e ——

(z—=0)

Em particular, % é o inverso de z pelo circulo unitério.

Ter esse olhar abstrato para transformacoes lineares em C costuma ajudar muito a encontrar

atalhos nas contas.

Definigao. Uma Transformacao de Mobius é uma bije¢do ¢p: CUoco — CUoo (CUoo é a chamada
reta projetiva complexa ou esfera de Riemann) dada por

az+b
cz+d’

(aqui ¢(00) = 2 e ¢ (—%) = 00).

ad —bc# 0

Proposi¢ao. Uma Transformacao de Mobius é uma composigdo de translagdes (z — z + ),
roto-homotetias (2 — az) e inversdes seguidas de reflexdo (z — 1).
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2 Fazendo Problemas na Conta

Os problemas que saem “direto” por conta sao a minoria dos problemas complexédveis. Muitos
outros problemas tornam-se complexdveis seguindo as recomendacoes bésicas para problemas de
geometria, como fazer uma boa figura, marcar angulos, usar uma configuracdo conhecida... A
partir disso é possivel redefinir pontos ou reduzir o nimero de parametros da figura para complexar
mais limpo, por exemplo.

Usar nimero complexos (ou qualquer outro método computacional) para provar um lema de
uma solugao majoritariamente sintética também é comum e muito valido.

Nunca tenha medo de misturar técnicas!

Conta Inteligente

A vida néo é feita de “é s6 fazer: abre tudo que no final vai cancelar”. Uma boa conta requer
organizagao e planejamento.

e Parametrize bem! Nem sempre o circulo unitdrio serd o (ABC): incirculo ou exincirculo
sao escolhas comuns. Escolher uma reta importante para ser a reta real também é uma
escolha comum.

e Fatorar é melhor que abrir! Isso ajuda a “cartear” fatores e reduz o grau das contas

¢ Explore simetria!

— Se X4 é simétrico em b e ¢, abra as contas vendo os termos grandes como polinémios
em a

— Se vocé quer provar que ly4, I e lo concorrem em (ABC), basta calcular a interse¢ao
de 4 com (ABC) e ver que é uma fungao racional simétrica em a, b, ¢ (isso abrevia
muitas contas)

— Escrever uma expressao usando polindmios simétricos e relagoes de Girard para fugir
de equacoes de grau alto

e Saiba conferir conta! Vocé nao quer recomegar tudo se errar um sinal: torne facil achar o
erro

— Conlfira os graus dos pontos. Por exemplo, um ponto que depende apenas de a, b, ¢ (no
circulo unitdrio) deve ser uma fungéo racional homogénea de grau 1 em a, b, ¢

3 Problemas

Os problemas nao estao em ordem de dificuldade. Problemas marcados com asterisco sao particu-
larmente desafiadores.
Ainda que a ideia seja resolvé-los usando numeros complexos, a conta a se fazer pode nao ser ébvia.
Por isso, fagca boas figuras e procure reduzir o problema principal ou encontrar subproblemas nao
triviais complexaveis.

Aquecimento

Problema 1. Seja ABCD um quadrilatero ciclico. Seja H4 o ortocentro de BC'D. Defina
Hp, He, Hp analogamente. Prove que AH4, BHg,CHc e DHp sao concorrentes.

Problema 2 (OBM 2022). Seja ABC um tridngulo acutangulo, com AB < AC. Sejam K o ponto
médio do arco BC da circunferéncia circunscrita a ABC que ndo contém A e P o ponto médio do
lado BC'. Os pontos Ip e Io sao os exincentros relativos aos vértices B e C, respectivamente. Seja
Q a reflexdo de K pelo ponto A. Mostre que P, Q, I e I¢ estdo sobre uma mesma circunferéncia.

Problema 3 (Ponto de Schiffler). Seja I o incentro do tridangulo ABC. Prove que as Retas de
Euler dos triangulos AABC, AIBC, AAIC e AABI concorrem.

Problema 4 (Komal B. 5285). No triangulo ABC' acutangulo, AB = AC. A’, B’,C’ sao ponto
moveis sobre o circuncirculo de ABC' de tal forma que AA’B'C' =2 ANABC, e os tridangulos tém a
mesma orientacao. Seja P a intersecao de BB’ e CC’. Prove que todas as retas A’ P passam por
um ponto comuim.
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Problema 5 (IMO 1986). E dado um ponto Py no plano do triangulo A1 A3 A3. Defina Ay = As_3
para s > 4. Construa um conjunto de pontos Py, Ps, Ps, ... tais que P;y1 é a imagem de Py sob
uma rotagao de centro Ay.1 e angulo 120° no sentido horério para k = 0,1,2,.... Prove que se
P1986 = Po, A1A2A3 é equilétero.

Problemas classicos

Problema 6. Seja P um ponto qualquer no plano de AABC de ortocentro H e circuncirculo €.
Sejam Ap, By, C; as interse¢oes de AP, BP,C'P com {2, respectivamente.

(a) Sejam Ag, B, C5 as reflexdes de A1, By, C1 pelos pontos médios de BC, C'A, AB, respectiva-
mente. Prove que H, As, B, Cy estao sobre uma mesma circunferéncia.

(b) Sejam As, B3, Cj5 as reflexoes de A1, By, Cy pelas retas BC, C A, AB, respectivamente. Prove
que H, Az, B3, C3 estao sobre uma mesma circunferéncia.

Problema 7 (OBM 2017). No tridngulo ABC, seja r4 a reta que passa pelo ponto médio de BC'
e é perpendicular & bissetriz interna de ZBAC. Defina rg e r¢o da mesma forma. Sejam H e I o
ortocentro e o incentro de ABC, respectivamente. Suponha que as trés retas r4,rp, ¢ definam
um triangulo. Prove que o circuncentro desse tridngulo é o ponto médio de HI.

Problema 8 (IMO 2012). S&ao dados o tridngulo ABC' e J o centro do A-exincirculo de ABC.
Esse exincirculo é tangente a BC' em M, e as retas AB e AC em K e L, respectivamente. As
retas LM e BJ se intersectam em F, e as retas KM e C'J se intersectam novamente em G. Seja
S o ponto de intersecdo de AF e BC, e T o ponto de interse¢ao de AG e BC. Prove que M é o
ponto médio de ST.

Problema 9 (IMO 2011 *). Seja ABC um triangulo acutangulo cuja circunferéncia circunscrita
éI'. Seja ¢ uma reta tangente a I' e sejam ¢,, £, e £, as retas obtidas ao refletir £ em relagao as
retas BC,CA e AB, respectivamente. Demonstre que a circunferéncia circunscrita ao triangulo
determinado pelas retas ¢,, ¢, e £. é tangente a circunferéncia I'.

Problema 10 (IMO SL 2018). Seja ABC um tridngulo de circuncirculo €2 e incentro I. Uma

reta £ intersecta AI, BI e CI nos pontos D, E e F, respectivamente, distintos de A, B, C' e I. As

mediatrizes z, y e z dos segmentos AD BE, e CF, respectivamente, determinam um tridngulo ©.
Mostre que o circuncirculo de © é tangente a 2.

Problema 11 (IMO SL 2018). Sejam O o circuncentro, e 2 o circuncirculo do tridngulo
acutanguloABC. Seja P um ponto arbitrario de €, diferente de A, B, C, e seu santipodas
em §). Denote os circuncentros dos triangulos AOP, BOP, e COP por O4, Op, e O¢, respec-
tivamente. As retas £4, ¢p, o perpendicualres a BC, CA, e AB passam por Oy4, Opg, e O¢,
respectivamente. Prove que o circuncirculo do triangulo formado por ¢4, {5, e £ é tangente a
reta OP.

Problema 12 (IMO SL 2016). Seja D o pé da perpendicular de A para a reta de Euler do tridngulo
acutangulo escaleno ABC. Uma circunferéncia w de centro S passa por A e D, e intersecta os
lados AB e AC' em X e Y, respectivamente. Seja P o pé da altura de A em BC, e M o ponto
médio de BC'. Prove que o circuncentro do triangulo X SY é equidistante de P e M.

Problema 13 (IMO SL 2006). Pontos Ay, By, C; sdo escolhidos sobre os lados BC, CA, AB
do triangulo ABC, respectivamente. Os circuncirculos de AB,Cy, BC1 A1, C A1 B; intersectam o
circuncirculo de ABC novamente em Ag, Bo, Co, respectivamente (As # A, By # B,Cs #£ C). Os
pontos As, Bz, C3 sdo as reflexées de Ay, By, C; com respeito aos pontos médios dos lados BC,
CA, AB, respectivam ente. Prove que os tridngulos As BoCs e A3B3(C3 sao semelhantes.

Problema 14 (USAMO 2012). Seja P um ponto no plano do triangulo AABC, e v um reta
passando por P. Seja A’ a interse¢ao da reflexdo de PA por v com a reta BC. Defina B’, C’
analogamente. Prove que A’, B’,C’ sao colineares.

Problema 15 (EGMO 2017). Seja ABC um tridngulo acutangulo escaleno. As reflexdes do
baricentro G e do circuncentro O de ABC pelo lados BC,CA, AB sao denotadas G1,Gs,G3 e
01,04, O3, respectivamente. Mostre que os circuncirculos dos sete triangulos G1G2C, G1G3B,
G2G3A, O10,C, O103B, O303A e ABC tém um ponto comumn.
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Problemas recentes

Problema 16 (IMO 2019). Seja I o incentro do tridngulo acutdngulo ABC com AB # AC.
O incirculo w de ABC é tangente aos lados BC,CA e AB em D, E, e F, respectivamente. A
reta por D perpendicular a EF intersecta w em R. A reta AR encontra w novamente em P. Os
circuncirculos dos tridngulos PCE e PBF se intersectam novamente em @ # P.

Prove que as retas DI e P(Q se intersectam na reta que passa por A e é perpendicular a Al.

Problema 17 (Ibero 2020). Seja ABC um tridngulo acutangulo e escaleno. Sejam H o ortocentro
e O o circuncentro do triangulo ABC, e seja P um ponto interior do segmento HO. A circunferéncia
de centro P e raio PA interseta novamente as retas AB e AC nos pontos R e S, respetivamente.
Denotamos por () o ponto simétrico ao ponto P com respeito a mediatriz de BC. Demonstre que
os pontos P, @, R e S pertencem a uma mesma circunferéncia.

Problema 18 (RMM 2020). Seja ABC um triangulo retangulo em C. Seja I o incentro do
tridangulo ABC e seja D o pé da perpendicular de C' sobre AB. O incirculo w do tridngulo ABC
é tangente aos lados BC,CA e AB em Ay, By e C1, respectivamente. Sejam E e F' as reflexoes
de C nas retas C1A; e C1 B, respectivamente. Sejam K e L as reflexoes de D nas retas C1 A7 e
C1 Bi, respectivamente.

Prove que os circuncirculos dos triangulos A; EI, B1FI e C1 KL possuem um ponto em comum.

Problema 19 (RMM 2019 *). Seja ABCD um trapézio isésceles com AB paralelo a DC. Seja
E o ponto médio de AC. Denote por I' e Q os circuncirculos dos tridngulos ABE e CDE,
respectivamente. A tangente a I por A e a tangente a {2 por D se intersectam em P. Prove que
PFE é tangente a ().

Problema 20 (APMO 2021). Seja ABC'D um quadrildtero convexo ciclico e I' seu circuncirculo.
Seja E o ponto de intersecao das diagonais AC' e BD. Seja L o centro do circulo tangente aos
segmentos AB, BC, e CD, e M o ponto médio do arco BC de I" que nao contém A e D. Prove
que o F-exincentro de BCE pertence a reta LM.

Problema 21 (OMpD 2022 *). Seja ABC'D um quadrilatero ciclico e M, N os pontos médios
de AB e CD respectivamente. As diagonais AC e BD se intersectam em L. Suponha que o
circuncirculo de LM N, de centro T, intersecta o circuncirculo de ABC'D em dois pontos distintos
X,Y. Se areta M N intersecta a reta XY em S e a reta XM intersecta a reta YN em P, prove
que PL é perpendicular a ST.

Problema 22 (USEMO 2020 *). Seja ABC um tridngulo acutédngulo de circuncentro O e
ortocentro H. Seja I' o circuncirculo de ABC e N o ponto médio de OH. As tangentes a I' em B
e C e a reta por H perpendicular a AN determinam um tridngulo cujo circuncirculo denotamos

wa. Defina wp e weo de forma andloga. Prove que o centro radical de w4, wp e we esta na reta
OH.

Problema 23 (USA TST 2023 *). Seja ABC um tridngulo acutédngulo. Sejam M o ponto médio
do lado BC, E e F os pés das alturas de B e C, respectivamente. Suponha que as tangentes
externas comuns dos circuncirculos de BME e CMF se intersectam K, e que K estd sobre o
circuncirculo de ABC'. Prove que AK é perpendicular a BC.

Problema 24 (USA TST 2019). Seja ABC um tridngulo e M e N os pontos médios de AB e
AC, respectivamente. Seja X um ponto tal que AX é tangente ao circuncirculo de ABC. wp é
o circulo que passa por M e B e é tangente a M X, e we é o circulo que passa por N e C e é
tangente a NX. Prove que wp € we se encontram num ponto sobre a reta BC.

Problema 25 (USA TSTST 2022). Sejam O e H o circuncentro e ortocentro, respectivamente,
do triangulo acutangulo escaleno ABC. A mediatriz de AH intersecta AB e AC em X4 e Y4
respectivamente. Seja K 4 a intersecao dos circuncirculos dos triangulos OX Y4 e BOC' diferente
de O. Defina Kp e K¢ analogamente repetindo essa construcao mais duas vezes. Prove que K 4,
Kpg, K¢, e O sao conciclicos.

Problema 26 (USA TSTST 2022). Seja ABC um triangulo. Seja § um angulo fixado tal que
1
6 < 3 min(ZA, £ZB, ZC).

S4 e Ty sao pontos sobre o segmento BC' com L BASy = ZTAAC = 0. Sejam P4 e Q4 0s pés
das alturas de B e C em AS4 e AT, respectivamente. ¢4 é definida como a mediatriz de PaQ 4.

{p e Lo sao construidas analogamente (usando o mesmo valor de ). Prove que £4, {5 e {¢ sdo
concorrentes ou paralelas.
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Problema 27 (USA TSTST 2021 *). Seja ABC um tridngulo escaleno. Pontos A1, By e C sdo
escolhidos sobre os segmentos BC,C'A and AB, respectivamente, tais que AA;B1Cy e AABC
sao semelhantes. Seja As o Unico ponto da reta B1Cy tal que AAs = A1 As. By e Cy sdo definidos
analogamente. Prove que AA;ByCy e AABC sdo semelhantes.

Problema 28 (USA TSTST 2019). Seja ABC um tridngulo acutangulo de ortocentro H e
circuncirculo I'. Uma reta por H intersecta AB e AC em FE e F, respectivamente. Seja K o
circuncentro de AAEF, e suponha que a reta AK intersecta I' novamente em D. Prove que a
reta HK e a reta por D perpendicular a BC se encontram em I

Problema 29 (IMEO 2020 *). Sejam O, I, e w o circuncentro, incentro, e incirculo do tridngulo
nao equildtero AABC'. Seja wa o (tinico) circulo tangente a AB e AC, tal que a corda comum de
w4 e w passa pelo centro de wy. Seja Oy o centro wy. Defina wp, Op, we, Oc analogamente.

Se w tangencia BC, CA, AB em D, F, F respectivamente, prove que as perpendiculares de D,
E, F aOgO¢, OcO4, O40p concorrem num ponto sobre a reta OI.

Problema 30 (Ira 2020). O circulo Q de centro I4 é o A-exincirculo de ABC, e é tangente a
AB,AC em F, E, respectivamente. D é a reflexdo de A por I4B. Asretas DI4 e EF se encontram
em K. Prove que o circuncentro de DK FE, o ponto médio de BC' e I, sao colineares.

4 Recursos e referéncias

Outros materiais sobre geometria com complexos que eu escrevi podem ser acessados em
https://linux.ime.usp.br/~marcelolage/complexos/
incluindo:
e comp-so: o material que vocé tem em maos;

e comp-full: os resultados elementares (alguns provados) com uma lista significativa de
exercicios e exemplos resolvidos;

e comp-extra: transformagoes (incluindo Mébius), problemas de n-dgono e técnicas menos
comuns; e

e comp-resolv: uma boa quantidade de problemas selecionados resolvidos com cobertura
quase total da teoria desenvolvida;

E, é claro, ha outros recursos bastante relevantes para o estudo de complexos nos quais me
baseei fortemente para escrever os materiais acima.

“Complex Numbers in Geometry” - Marko Radovanovi¢

O artigo do IMOMath é de 2007, mas ainda é muito atual. Tem soluc¢bes para os problemas
propostos e aborda de forma satisfatéria a teoria geral de complexos, incluindo varios problemas
de n-agono.

“Bashing Geometry with Complex Numbers” e EGMO - Evan Chen

O artigo é a referéncia padrao em complexos hoje, e comp-full é baseado nele mui fortemente. O
capitulo do Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads é praticamente igual ao artigo, s
que com alguns problemas e provas a mais.

“Geometric Transformations” - Razvan Gelca, lonut Onisor, Carlos Yuzo Shine

Como o titulo denuncia, esse livro (publicado pela Springer) é referéncia essencial para a parte de
transformagoes. A parte de isometrias e transformagoes de Mobius é fortemente motivada pelo uso
de ntimeros complexos, e ha grande quantidade de problemas propostos e solugoes.


https://linux.ime.usp.br/~marcelolage/complexos/
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