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1. Resumo Teórico 

1.1. Definindo Quadriláteros Completos 

Um quadrilátero complete consiste de quatro retas, sem três delas concorrentes, nem duas delas 

paralelas, e os seis pontos de interseção que eles determinam. Qualquer quadrilátero com lados 

não paralelos determina um quadrilátero completo estendendo seus lados. As figuras a seguir 

ilustram esse conceito, seja para quadriláteros convexos ou não. 

 

1.2. Fatos Geométricos Preliminares 

As propriedades a seguir são muito importantes não somente no estudo dos quadriláteros 

completos, mas também na geometria plana como um todo. Não demonstraremos esses resultados 

durante nossa aula, mas como é bom o leitor ter ciência deles, vamos apresenta-los pra vocês já 

ficarem cada vez mais chegados. 

 

Localização do Centro de Roto-Homotetia: O centro da roto-

homotetia que leva o segmento 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  no segmento 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  (com 𝐴 

sendo levado em 𝐶 e 𝐵 sendo levado em 𝐷) é o ponto 𝑋 ≠ 𝑅 de 

interseção dos circuncírculos de 𝐴𝐵𝑅 e 𝐶𝐷𝑅. Com isso, 𝑋 é o 

centro da roto-homotetia que leva 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  em 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  e também o centro 

da roto-homotetia que leva 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  em 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ . 

 



Ponto de Miquel do Quadrilátero Completo: Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilátero completo e considere 

𝑃 = 𝐴𝐵 ⃡    ∩ 𝐶𝐷 ⃡     e 𝑄 = 𝐴𝐷 ⃡    ∩ 𝐵𝐶 ⃡    . Então, os circuncírculos dos triângulos 𝑃𝐴𝐷, 𝑃𝐵𝐶, 𝑄𝐴𝐵 e 𝑄𝐶𝐷 

concorrem num ponto 𝑀, denominado ponto de Miquel de 𝐴𝐵𝐶𝐷. Tal ponto de Miquel é o centro 

da roto-homotetia que leva  𝐴𝐵̅̅ ̅̅  em 𝐷𝐶̅̅ ̅̅  e da roto-homotetia que leva 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  em 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ . 

 

Teorema de Brokard: Se 𝐴𝐵𝐶𝐷 é um quadrilátero inscrito numa circuneferência Γ e 𝑂 é seu 

circuncentro, então 𝑃𝑄 ⃡     é a polar de 𝑅 relativo a Γ. Em particular, 𝑂 é ortocentro de 𝑃𝑄𝑅. 

 

Reta de Simson e Reta de Steiner: Seja 𝐴𝐵𝐶 

um triângulo de ortocentro 𝐻 e circuncentro Γ. 

Seja 𝑋 um ponto sobre Γ e sejam 𝐷, 𝐸, 𝐹 os pés 

das perpendiculares de 𝑋 a 𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡    , 

respectivamente. Então 𝐷, 𝐸, 𝐹 são colineares e 

a reta 𝑙(𝑋) que passa por tais pontos é 

conhecida como a reta de Simson de 𝑀 relativo 

a 𝐴𝐵𝐶. 

Se 𝐷′, 𝐸′, 𝐹′ são pontos sobre as semirretas 

𝑋𝐷      , 𝑋𝐸      , 𝑋𝐹      , respectivamente, tais que 𝐷, 𝐸, 𝐹 



são pontos médios de 𝐷′𝑋̅̅ ̅̅ ̅, 𝐹′𝑋̅̅ ̅̅ ̅, 𝐹′𝑋̅̅ ̅̅ ̅, respectivamente, então 𝐷′, 𝐸′, 𝐹′ determinam uma reta 𝑠(𝑋) 

paralela a 𝑙(𝑋). A reta 𝑠(𝑋) é conhecida como a reta de Steiner de 𝑋 relativo a 𝐴𝐵𝐶, e além disso 

temos que 𝐻 está em 𝑠(𝑋). 

1.3. Propriedades Gerais dos Quadriláteros Completos 

No que segue, considere o quadrilátero completo 𝐴𝐵𝐶𝐷, e sejam 𝑃 = 𝐴𝐵 ⃡    ∩ 𝐶𝐷 ⃡    , 𝑄 = 𝐴𝐷 ⃡    ∩ 𝐵𝐶 ⃡    , 

𝑅 = 𝐴𝐶 ⃡    ∩ 𝐵𝐷 ⃡    . Denote também, para cada triângulo 𝑋𝑌𝑍, 𝐻𝑋𝑌𝑍 e 𝑂𝑋𝑌𝑍 como sendo o ortocentro 

e o circuncentro de 𝑋𝑌𝑍, respectivamente.  

Propriedade 1: 𝑀, 𝑂𝐴𝐵𝑄 , 𝑂𝐶𝐷𝑄 , 𝑂𝑃𝐴𝐷, 𝑂𝑃𝐵𝐶 estão numa mesma circunferência 𝜔; 

Propriedade 2 (Reta de Aubert): 𝐻𝐴𝐵𝑄 , 𝐻𝐶𝐷𝑄 , 𝐻𝑃𝐴𝐷 , 𝐻𝑃𝐵𝐶 são colineares, e a reta que eles 

determinam é denominada reta de Aubert do quadrilátero completo 𝐴𝐵𝐶𝐷. 

Propriedade 3: As três circunferências com diâmetros 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ , 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  são coaxiais, e seu eixo radical 

comum é a reta de Aubert de 𝐴𝐵𝐶𝐷. 

Propriedade 4 (Reta de Gauss): Os pontos médios de 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  e 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  são colineares. 

Propriedade 5 (Extraversão no Ponto de Miquel): Os ângulos ∠𝐴𝑀𝐶, ∠𝐵𝑀𝐷, ∠𝑃𝑀𝑄 

compartilham uma bissetriz interna comum, e 𝑀𝐴. 𝑀𝐶 = 𝑀𝐵. 𝑀𝐷 = 𝑀𝑃. 𝑀𝑄. 

Se além disso 𝐴𝐵𝐶𝐷 é inscrito numa circunferência Γ de centro 𝑂, temos também as seguintes 

propriedades adicionais: 

Propriedade 6: 𝑃, 𝑀, 𝑄 são colineares. 

Propriedade 7: 𝑀 está nos circuncírculos dos triângulos 𝐴𝑂𝐶 e 𝐵𝑂𝐷, 

Propriedade 8: Se 𝜑 é a inversão com respeito a Γ, então 𝜑(𝑀) = 𝑅. Em particular, 𝑂, 𝑅, 𝑀 são 

colineares, e tal reta é a bissetriz interna comum aos ângulos ∠𝐴𝑀𝐶, ∠𝐵𝑀𝐷, ∠𝑃𝑀𝑄. 

Propriedade 9 Se 𝑃′ = 𝜑(𝑃) e 𝑄′ = 𝜑(𝑄), então: 

• 𝑃, 𝑅, 𝑄′ são colineares e 𝑄, 𝑅, 𝑃′ são colineares. 

• 𝐴𝐵𝑅𝑄′, 𝐵𝐶𝑅𝑃′, 𝐶𝐷𝑄′𝑅 e 𝐷𝐴𝑃′𝑅 são cíclicos. 

• 𝐴𝐵𝑃′𝑂, 𝐵𝐶𝑄′𝑂, 𝐶𝐷𝑂𝑃′, 𝐷𝐴𝑂𝑄′ são cíclicos. 

• 𝐴𝑃′𝐶𝑄, 𝐵𝑃′𝐷𝑄, 𝐴𝑄′𝐶𝑃, 𝐵𝑄′𝐷𝑃 são cícicos. 

Propriedade 10: 𝑂 está na circunferência 𝜔 da Propriedade 1 e 𝑅 está na reta de Aubert de 𝐴𝐵𝐶𝐷. 

Além disso, a reta de Aubert de 𝐴𝐵𝐶𝐷 é o eixo radical de Γ e 𝜔. 

  



2. Exercícios Básicos 

Exercício 1: Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilátero cíclico, 𝐸 = 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷, 𝐹 = 𝐴𝐷 ∩ 𝐵𝐶 e 𝑀 seu ponto de 

Miquel. Prove que 𝑀𝐸2 − 𝑀𝐹2 = 𝑂𝐸2 − 𝑂𝐹2. 

Exercício 2: Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilátero convexo, 𝐸 = 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷, 𝐹 = 𝐴𝐷 ∩ 𝐵𝐶. Sejam 𝐼, 𝐽 os 

pontos médios de 𝐴𝐶 e 𝐵𝐷, respectivamente. Prove que 𝐴𝐵𝐶𝐷 é um quadrilátero cíclico se, e 

somente se, ∠𝐸𝐼𝐹 + ∠𝐸𝐽𝐹 = 180°. 

Exercício 3 (China/1992): Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 cíclico de centro 𝑂. As diagonais 𝐴𝐶, 𝐵𝐷 se intersectam 

em 𝑃. (𝐴𝐵𝑃) e (𝐶𝐷𝑃) se intersectam em 𝑃, 𝑄. Se 𝑂, 𝑃, 𝑄 são distintos, prove que ∠𝑂𝑄𝑃 = 90°. 

Exercício 4 (Rússia/1999): No triângulo 𝐴𝐵𝐶, 𝐷 está em 𝐵𝐶 e 𝐸 está em 𝐴𝐵. (𝐴𝐵𝐷) e (𝐵𝐶𝐸) se 

intersectam novamente em 𝐹. Se 𝐴, 𝐸, 𝐷, 𝐶 são concíclicos, prove que ∠𝐵𝐹𝑂 = 90°. 

Exercício 5: Um círculo com o centro 𝑂 passa pelos vértices 𝐴 e 𝐶 do triângulo 𝐴𝐵𝐶 e intersecta 

os segmentos 𝐴𝐵 e 𝐵𝐶 novamente em pontos distintos 𝐾 e 𝑁, respectivamente. Seja 𝑀 ≠ 𝐵 o 

ponto de intersecção dos circuncírculos dos triângulos 𝐴𝐵𝐶 e 𝐾𝐵𝑁. Provar que ∠𝑂𝑀𝐵 = 90°. 

Exercício 6 (IMO Shortlist/1995): Suponha que 𝐴𝐵𝐶𝐷 é um quadrilátero cíclico, sejam 𝐸 = 𝐴𝐶 ∩

𝐵𝐷, 𝐹 = 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷. Prove que 𝐹 está na reta ligando os ortocentros de 𝐸𝐴𝐷, 𝐸𝐵𝐶. 

Exercício 7 (USAMO/2006): Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilátero, e sejam 𝐸, 𝐹 pontos sobre 𝐴𝐷 e 𝐵𝐶, 

respectivamente, tais que 𝐴𝐸/𝐸𝐷 = 𝐵𝐹/𝐹𝐶. A semirreta 𝐹𝐸       intersecta as semirretas 𝐵𝐴       e 𝐶𝐷       em 

𝑆, 𝑇, respectivamente. Prove que (𝑆𝐴𝐸), (𝑆𝐵𝐹), (𝑇𝐶𝐹), (𝑇𝐷𝐸) passam por um mesmo ponto. 

Exercício 8 (PAGMO/2022 – Adapatada): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo acutângulo com 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶. 

𝑃, 𝑄 são pontos sobre o lado 𝐵𝐶 tais que 𝐴𝑃, 𝐴𝑄 são cevianas isogonais de 𝐴𝐵𝐶. Os pontos 𝑃1, 𝑄1 

estão sobre 𝐴𝑃, 𝐴𝑄, respectivamente, tais que 𝑃1𝑄 é perpendicular a 𝐴𝐵 e 𝑄1𝑃 é perpendicular a 

𝐴𝐶. Se 𝐵, 𝑃1, 𝑄1 são colineares, prove que 𝐴𝑄1𝑃𝐵 é cíclico. 

Exercício 9 (USAMO/2013): No triângulo 𝐴𝐵𝐶, pontos 𝑃, 𝑄, 𝑅 estão sobre os lados 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵, 

respectivamente. Sejam 𝜔𝐴, 𝜔𝐵, 𝜔𝐶 os circuncírculos de 𝐴𝑄𝑅, 𝐵𝑅𝑃, 𝐶𝑃𝑄, respectivamente. Dado 

que 𝐴𝑃 intersecta 𝜔𝐴, 𝜔𝐵, 𝜔𝐶 novamente em 𝑋, 𝑌, 𝑍, respectivamente, prove que 
𝑌𝑋

𝑋𝑍
=

𝐵𝑃

𝑃𝐶
. 

Exercício 10 (IMO/2005): Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilátero convexo fixo com 𝐵𝐶 = 𝐷𝐴 e 𝐵𝐶 ∦ 𝐷𝐴. 

Sejam 𝐸, 𝐹 dois pontos variáveis sobre 𝐵𝐶, 𝐷𝐴, respectivamente, tais que 𝐵𝐸 = 𝐷𝐹. 𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐷 =

𝑃, 𝐵𝐷 ∩ 𝐸𝐹 = 𝑄 e 𝐴𝐶 ∩ 𝐸𝐹 = 𝑅. Prove que os circuncírculos dos triângulos 𝑃𝑄𝑅, quando 𝐸, 𝐹 

variam, passam por um ponto fixo 𝑆 ≠ 𝑃. 

  



3. Problemas Propostos 

Problema 1 (NIMO/2014): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo acutângulo com ortocentro 𝐻 e seja 𝑀 o ponto 

médio de 𝐵𝐶. Seja 𝜔𝐵 a circunferência passando por 𝐵, 𝐻, 𝑀 e 𝜔𝐶 a circunferência passando por 

𝐶, 𝐻, 𝑀. Retas 𝐴𝐵 e 𝐴𝐶 intersectam 𝜔𝐵 e 𝜔𝐶 novamente em 𝑃, 𝑄, respectivamente. As semirretas 

𝑃𝐻 e 𝑄𝐻 intersectam 𝜔𝐶 e 𝜔𝐵 novamente em 𝑅, 𝑆, respectivamente. Mostre que Δ𝐵𝑅𝑆 e Δ𝐶𝑅𝑆 

possuem mesma área. 

Problema 2 (Teste IMO-USA/2007): Circunferências 𝜔1, 𝜔2 se intersectam em 𝑃, 𝑄. Segmentos 

𝐴𝐶 e 𝐵𝐷 são cordas em 𝜔1, 𝜔2, respectivamente, tais que 𝑃 = 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷. A semirreta 𝐵𝐷 e o 

segmento 𝐴𝐶 se cortam em 𝑋. O ponto 𝑌 ∈ 𝜔1 é tal que 𝑃𝑌 ∥ 𝐵𝐷. O ponto 𝑍 está em 𝜔2 tal que 

𝑃𝑍 ∥ 𝐴𝐶. Prove que 𝑄, 𝑋, 𝑌, 𝑍 são colineares. 

Problema 3 (USAMO/2013): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo. Determine todos os pontos 𝑃 sobre o 

segmento 𝐵𝐶 satisfazendo a seguinte propriedade: se 𝑋, 𝑌 são as interseções de 𝑃𝐴 com as 

tangentes externas comuns a (𝑃𝐴𝐵), (𝑃𝐴𝐶), então: 

(
𝑃𝐴

𝑋𝑌
)

2

+
𝑃𝐵. 𝑃𝐶

𝐴𝐵. 𝐴𝐶
= 1 

Problema 4 (Teste IMO-USA/2007): O triângulo acutângulo 𝐴𝐵𝐶 está inscrito na circunferência 

𝜔. As tangentes a 𝜔 por 𝐵, 𝐶 se intersectam em 𝑇. O ponto 𝑆 está em 𝐵𝐶      , tal que 𝐴𝑆 ⊥ 𝐴𝑇. Os 

pontos 𝐵1, 𝐶1 estão em 𝑆𝑇      (com 𝐶1 entre 𝐵1 e 𝑆), tal que 𝐵1𝑇 = 𝐵𝑇 = 𝐶1𝑇. Prove que 𝐴𝐵𝐶 e 

𝐴𝐵1𝐶1 são semelhantes. 

Problema 5: Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo acutângulo tal que 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶. Sejam 𝑀, 𝑁 os pontos médios 

de 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, respectivamente. Seja 𝐴𝐷 uma altura nesse triângulo. Um ponto 𝐾 é escolhido no 

segmento 𝑀𝑁 de modo que 𝐵𝐾 = 𝐶𝐾. A semirreta 𝐾𝐷 intersecta o circuncírculo 𝜔 de 𝐴𝐵𝐶 em 

𝑄. Prove que 𝐶, 𝑁, 𝐾, 𝑄 são concíclicos. 

Problema 6: Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilátero cíclico, 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷 = 𝐸, 𝐴𝐷 ∩ 𝐵𝐶 = 𝐹, 𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐷 = 𝐻. 

𝑃 ≠ 𝐴𝐵 tal que ∠𝐷𝐹𝐻 = ∠𝑃𝐹𝐶. 𝑀, 𝑁 são os pontos médios de 𝐴𝐶, 𝐵𝐷, respectivamente, 𝑃𝑀 ∩

𝐵𝐶 = 𝑇 e 𝑃𝑁 ∩ 𝐴𝐷 = 𝑆. Prove que 𝐴𝐵 bissecta 𝑇𝑆. 

Problema 7 (IMO Shortlist/2006): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo e 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 pontos sobre 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵, 

respectivamente. (𝐴𝐵1𝐶1), (𝐵𝐶1𝐴1), (𝐶𝐴1𝐵1) intersectam (𝐴𝐵𝐶) novamente em 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2, 

respectivamente. 𝐴3, 𝐵3, 𝐶3 são os simétricos de 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 com respeito aos pontos médios de 

𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵, respectivamente. Prove que 𝐴2𝐵2𝐶2 e 𝐴3𝐵3𝐶3 são semelhantes. 

  



Problema 8 (IMO Shortlist/2005): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo acutângulo, com 𝐴𝐵 ≠ 𝐴𝐶. Seja 𝐻 o 

ortocentro de 𝐴𝐵𝐶 e seja 𝑀 o ponto médio de 𝐵𝐶. Seja 𝐷 um ponto sobre 𝐴𝐵 e 𝐸 um ponto sobre 

𝐴𝐶 tal que 𝐴𝐸 = 𝐴𝐷 e 𝐷, 𝐻, 𝐸 são colineares. Prove que a reta 𝐻𝑀 é perpendicular à corda comum 

dos circuncírculos de 𝐴𝐵𝐶 e 𝐴𝐷𝐸. 

Problema 9 (Balcânica/2009): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo, e 𝑀 ∈ 𝐴𝐵, 𝑁 ∈ 𝐴𝐶, tais que 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶. 

𝐵𝑁 e 𝐶𝑀 se intersectam em 𝑃. (𝐵𝑀𝑃) e (𝐶𝑁𝑃) se intersectam novamente em 𝑄. Prove que 

∠𝐵𝐴𝑄 = ∠𝐶𝐴𝑃. 

Problema 10 (USA TSTST/2012): O triângulo 𝐴𝐵𝐶 está inscrito numa circunferência Ω. A 

bissetriz interna de ∠𝐴 intersecta 𝐵𝐶 e Ω em 𝐷 e 𝐿 ≠ 𝐴, respectivamente. Seja 𝑀 o ponto médio 

de 𝐵𝐶. O circuncírculo de 𝐴𝐷𝑀 intersecta 𝐴𝐵 e 𝐴𝐶 novamente em 𝑄 e 𝑃, respectivamente. Seja 

𝑁 o ponto médio de 𝑃𝑄, e seja 𝐻 o pé da perpendicular de 𝐿 à reta 𝑁𝐷. Prove que a reta 𝑀𝐿 é 

tangente ao circuncírculo de 𝐻𝑀𝑁. 

Problema 11: Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo escaleno, com ∠𝐶 = 90°, e seja 𝐷 o pé da altura relativo a 

𝐶. Seja 𝑋 um ponto no interior do segmento 𝐶𝐷. Seja 𝐾 o ponto no segmento 𝐴𝑋, tal que 𝐵𝐾 =

𝐵𝐶. Similarmente, seja 𝐿 um ponto no segmento 𝐵𝑋, tal que 𝐴𝐿 = 𝐴𝐶. O circuncírculo de 𝐷𝐾𝐿 

intersecta o segmento 𝐴𝐵 em 𝑇 ≠ 𝐷. Prove que ∠𝐴𝐶𝑇 = ∠𝐵𝐶𝑇. 

Problema 12 (USA TSTST/2012): Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilátero satisfazendo 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷. As 

diagonais 𝐴𝐶 e 𝐵𝐷 se intersectam em 𝑃. Sejam 𝜔1(𝑂1) e 𝜔2(𝑂2) os circuncírculos de 𝐴𝐵𝑃 e 

𝐶𝐷𝑃, respectivamente. O segmento 𝐵𝐶 intersectam 𝜔1, 𝜔2 novamente em 𝑆, 𝑇, respectivamente. 

Sejam 𝑀, 𝑁 os pontos médios dos arcos 𝑆𝑃 (não contendo 𝐵) e 𝑇𝑃 (não contendo 𝐶). Prove que 

𝑀𝑁 ∥ 𝑂1𝑂2. 

Problema 13 (USA IMO TST/2009): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo acutângulo, e 𝐷 um ponto sobre 𝐵𝐶. 

Sejam 𝑂𝐵, 𝑂𝐶 os circuncentros de 𝐴𝐵𝐷 e 𝐴𝐶𝐷, respectivamente. Suponha que 𝐵, 𝐶, 𝑂𝐵, 𝑂𝐶 estão 

numa circunferência de centro 𝑋, e seja 𝐻 o ortocentro de 𝐴𝐵𝐶. Prove que ∠𝐷𝐴𝑋 = ∠𝐷𝐴𝐻. 

Problema 14 (IMO Shortlist/2009): Dado um quadrilátero cíclico 𝐴𝐵𝐶𝐷, as diagonais 𝐴𝐶 e 𝐵𝐷 

se intersectam em 𝐸 e as retas 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 se intersectam em 𝐹. Os pontos médios de 𝐴𝐵 e 𝐶𝐷 são 

𝐺, 𝐻, respectivamente. Mostre que 𝐸𝐹 é tangente em 𝐸 a (𝐸𝐺𝐻). 

Problema 15 (OBM/2015): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo escaleno e 𝑋, 𝑌 e 𝑍 pontos sobre as retas 𝐵𝐶, 

𝐶𝐴, 𝐴𝐵, respectivamente, tais que ∠𝐴𝑋𝐵 = ∠𝐵𝑌𝐶 = ∠𝐶𝑍𝐴. Os circuncírculos de 𝐵𝑋𝑍 e 𝐶𝑋𝑌 se 

cortam em 𝑃 ≠ 𝑋. Prove que 𝑃 está sobre a circunferência cujo diâmetro tem extremidades no 

ortocentro 𝐻 e no baricentro 𝐺 de 𝐴𝐵𝐶. 

  



Problema 16 (EGMO/2022): Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilátero cíclico com circuncentro 𝑂. As 

bissetrizes internas dos ângulos ∠𝐴 e ∠𝐵 se intersectam em 𝑋, as bissetrizes internas dos ângulos 

∠𝐵 e ∠𝐶 se intersectam em 𝑌, as bissetrizes internas dos ângulos ∠𝐶 e ∠𝐵 se intersectam em 𝑍 e 

as bissetrizes internas dos ângulos ∠𝐷 e ∠𝐴 se intersectam em 𝑊. Ademais, as diagonais 𝐴𝐶 e 𝐵𝐷 

se intersectam em 𝑃. Prove que 𝑂, 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑊 estão numa mesma circunferência se, e somente se, 

𝑃, 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑊 estão numa mesma circunferência. 

Problema 17 (OBM/2016): Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilatero convexo, não circunscritível, sem lados 

paralelos. As retas 𝐴𝐵 e 𝐶𝐷 se cortam em 𝐸. Seja 𝑀 ≠ 𝐸 a interseção dos circuncírculos de 𝐴𝐷𝐸 

e 𝐵𝐶𝐸. As bissetrizes internas de 𝐴𝐵𝐶𝐷 determinam um quadrilatero convexo cíclico de 

circuncentro 𝐼 e as bissetrizes externas de 𝐴𝐵𝐶𝐷 determinam um quadrilatero convexo cíclico de 

circuncentro 𝐽. Prove que 𝐼, 𝐽, 𝑀 são colineares. 

Problema 18 (OMpD/2022 - Generalização): Seja 𝐴𝐵𝐶𝐷 um quadrilátero cíclico e 𝑀, 𝑁 pontos 

médios sobre 𝐴𝐵 e 𝐶𝐷 respectivamente, tais que 
𝑀𝐴

𝑀𝐵
=

𝑀𝐶

𝑀𝐷
. As diagonais 𝐴𝐶 e 𝐵𝐷 se intersectam 

em 𝐿. Suponha que o circuncírculo de 𝐿𝑀𝑁, de centro 𝑇, intersecta o circuncírculo de 𝐴𝐵𝐶𝐷 em 

dois pontos distintos 𝑋, 𝑌. Se a reta 𝑀𝑁 intersecta a reta 𝑋𝑌 em 𝑆 e a reta 𝑋𝑀 intersecta a reta 𝑌𝑁 

em 𝑃, prove que 𝑃𝐿 é perpendicular a 𝑆𝑇. 

Problema 19 (Olim𝝋íada/2022): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo, 𝐼 seu incentro e 𝜔 seu incírculo. Seja 

𝐷, 𝐸, 𝐹 os pontos de tangência de 𝜔 com 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵, respectivamente, e 𝑀, 𝑁, 𝑃 os respectivos 

pontos médios de 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 e 𝐴𝐵. Seja 𝐷′ a segunda interseção de 𝐷𝐼 com 𝜔, 𝑄 a interseção de 𝐷𝐼 

com 𝐸𝐹 e 𝑈 ≠ 𝑄 a interseção de (𝐴𝐷′𝑄) e (𝐷𝑀𝑄). Suponha que 𝑈 está no circuncírculo de 𝐵𝐷𝐹. 

Prove que 𝑃𝑁, 𝐴𝑀, 𝑈𝐹 são concorrentes. 

Problema 20 (IMO/2021): Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo acutângulo e seja 𝐷 um ponto em seu interior 

tal que ∠𝐷𝐴𝐵 = ∠𝐶𝐴𝐷. O ponto 𝐸 está sobre o segmento 𝐴𝐶 e satisfaz ∠𝐴𝐷𝐸 = ∠𝐵𝐶𝐷. O ponto 

𝐹 está sobre o segmento 𝐴𝐵 e satisfaz ∠𝐹𝐷𝐴 = ∠𝐷𝐵𝐶. O ponto 𝑋 está sobre a reta 𝐴𝐶 e satisfaz 

𝐶𝑋 = 𝐵𝑋. Sejam 𝑂1, 𝑂2 os circuncentros dos triângulos 𝐴𝐷𝐶 e 𝐸𝑋𝐷, respectivamente. Prove que 

as retas 𝐵𝐶, 𝐸𝐹 e 𝑂1𝑂2 são concorrentes. 

 


