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1. Resumo Teorico

1.1. Complexidade Assintética

Notagio “Big-0”: Dadas duas fungdes f, g: N - R, , dizemos que f = 0(g) se existem
duas constantes C; e C, tais que C,f(n) < g(n) < C,f(n), para todo inteiro positivo n.

Notagio “Little-o”: Dadas duas fungdes f, g: N — R, dizemos que f = o(g) se:

lim g(m) _o

noo f(1)
Notacdo Assintdtica: Dadas duas fungdes f,g:N — R,, dizemos que f =g se
lim £ = 1. Note que isso implica f(n) = g(n) + o(g(n)).

n—o0 g(n)
1.2. Algumas Férmulas Assintdticas Interessantes

Teorema do NUmero Primo: Para cada inteiro positivo n, seja w(n) o nimero de primos
menores ou iguais a n, € p, 0 n — ésimo numero primo. Entéo:

M) % [P~ 1 In()

Teorema de Dirichlet: Para inteiros positivos n, a, d, com mdc(a,d) = 1, sejamy;(n, a)
0 numero de primos p < n tais que p = a (mod d). Entéo:

n
ta(n,a) * —————
¢ ¢(d) - In(n)
Em particular, existem infinitos primos p tais que p = a (imod d).
n
Férmula de Stirling: n! ~ v2mn (S)
2_n
NUmero de Parti¢des: p(n) ~ Fe 3

Estimativa do NUumero de Ramsey Bipartido: Se b(m, n) é o menor inteiro positivo r tal
que toda pintura de duas cores das arestas um K, contém um K, ,,, de uma cor ou um
K, » de outra cor, entdo existem constantes 4, B tais que:

n \(m+1)/2 n \(m+1)/2 n \m n \m
A( ) +o0 ( ) Sb(m,n)SB(—) +0(< ) )
logn logn logn logn




NuUmero de Representacdes Como Soma de 5 Cubos: se Rg(n) € 0 niUmero de maneiras
de escrever n como soma de 5 cubos, entdo existe C > 0 tal que:

35
Z Rs(n)® =CN*+0 (Nﬁ”)

n=N
1.3. Densidade Sobre N
Densidade sobre N: Dado um conjunto A € N, definimos:

e Densidade superior sobre N:

AN{l2, ..,n
d*(4) =lim sup| ¢ J

n—-oo n

e Densidade inferior sobre N:

_ o JAn{1,2,...,n}|
d”(A) = lim inf
n—oo n
e Densidade sobre N (se existir):
AN{L2, ..,n
d(A) = lim,_ | { - J

Note que d(A) existe se, e somente se, d~(4) = d*(A), e neste caso:
d(A) =d*(4A) =d~(4)
1.4. Densidade Sobre R

Conjuntos Densos: Sejam A, B € R conjuntos numéricos. Dizemos que A é denso em B
(ou que A é denso sobre B) se, para todo b € B, existe uma sequéncia a4, a,, ... de
elementos em A tais que lim a,, = b.

n—oo

Teorema de Kronecker: Paratodo a ¢ @, o conjunto A = {m + na | m,n € Z} é denso
em R. Em particular, o conjunto A’ = {{na} | n € Z} é denso em [0,1].

Lemas Adicionais:

Lema 1: Seja (a,)neny UMa sequéncia de reais positivos tal que ling) a, = 0. Entdo, o
conjunto A = {ma,, | m,n € N} é denso em [0, + ). .

Lema 2: Seja (a,)ney UMa sequéncia de reais positivos tal que i‘iﬂ‘o a, =+ e

lim 2% = 1. Entdo, o conjunto 4 = {Z—m |l m,n € N} é denso em [0, + ).
n

n—-oo dn

Lema 3: Sejam (a,)nen, (Pr)nen S€QUéNcias de reais positivos tais que (b1 — by)nen
é uma sequéncia limitada, lim a,, = 0 ¢ lim b,, = +o0. Entdo, 0 conjunto
n—->00

n—>0o
A ={a,,.b, | m,n € N}

E denso em [0, +o0)



2. Exercicios Basicos
Exercicio 1: Prove que 0s seguintes conjuntos sao densos em R:

@ A={a\/§+b\/§|a,b€Z}

(b) B={aV4+bV2+clab,cel}

(c) C ={P(a) | a € Q}, onde P € R[x] € um polinbmio de grau impar
(d) € = {m.sen(n) | m,n € Z}

e D={——21m|m,n€N}

2n

Exercicio 2: Seja (a,)ns1 € (1,+9) uma sequéncia convergente para 1, tal que
lim (a;a; ...a,) = +o. Prove que o conjunto A = {anadmsq - ap Il m<neN} é
n—oo

denso em [0, +0).

Exercicio 3: Prove que existem infinitos pares de inteiros positivos m > n tais que:

1 + 1 +...+i
vn+1l Vn+2 Vm (/—_ N 1)
1 1 T € (V2022 =555, V2022 + 5055

— e+ —

1+ ﬁ + 73 n
Exercicio 4: Seja t um inteiro positivo fixo. Prove que o conjunto
A={n}+{n+1}++{n+t}IneN}

E denso em [0, t + 1].

Exercicio 5: Seja f: R — R uma funcao continua tal que, para todos 0s nimeros reais x,

f(x) = f(x +V3) = f(x + V7). Prove que f é constante.

Exercicio 6: (a) Seja n um inteiro positivo. Prove que logn é racional se, e somente se,
n é uma poténcia de 10.

(b) Prove que existem infinitos n € N tais que 2™ comecga com 2022 algarismos 3 em sua
representacdo decimal.

Exercicio 7 (Kronecker em R"): Seja a = (a4, a,, ..., a,) € R™ fixo e seja ey, e,, ..., e,
a base candnica de R™. Suponha que 1, a4, @5, ..., a, Sejam linearmente independentes
sobre Q (isto &, se xg, X1, X5, ..., X, € Q sd0 tais que x, + x;a; + X,y + -+ + x,a, = 0,
entdo x, = x; = x, = -+ = x,, = 0). Prove que o conjunto:

X = {ka + mye; + mye, + -+ mpe, | k,my,m,, ..., m, € Z}

E denso em R", ou seja, para todo p € R", existem x;, x5, ... € X com lim x,, = p.
n—-oo

Exercicio 8: Mostre que existe n € N tal que 2™ e 3™ comegam com a mesma sequéncia
M = (a,a, ...a;) de digitos na base decimal.



Exercicio 9: (a) Considere A o conjunto formado pelos termos de uma progressao
aritmética de razdo r € N cujos elementos sdo numeros inteiros. Prove que d(4) = 1/r.

(b) Suponha que o conjunto dos inteiros ndo negativos é particionado pelas k progressdes
aritméticas A; = {a;n + b1|n = 0}, A, = {ayn + by|n = 0}, ..., Ay = {axn + by|n = 0}. Prove

1 1 1
que —+—+-+-—=1.

a; a, ay
Exercicio 10: Para cada inteiro ndo negativo n, sejam:

ITl = [Zn’ 2n+1)
0, = I, N (2N + 1) (ntimeros impares em I,,)
E, = I, N (2N) (nimeros pares em I,,)

Defina ainda os seguintes conjuntos:

1=tz = (o (o

neN neN nemn
2

(a) Prove que d~(4) = %e dt(4) = 2

(b) Prove que d(B) = d(2N) = % mas que d~(B n (2N)) = % ed*(Bn(2N)) = %

(c) Ache um subconjunto S € N tal que, se € = Uges I, entdo d—(C) = 0e d*(C) = 1.

Exercicio 11: Prove que:

na+1

@1“+2%+ .-+ n*= (a # -1, € R)

a+1

1 1 1
(b)1+5+§+---+;zln(n)

(©) Zp primo7, = In(In(n))

Exercicio 12: Para cada inteiro positivo n, seja d(n) a quantidade de divisores positivos
de n. Prove que, paratodo € > 0, d(n) = o(n?).

Exercicio 13: Seja d um inteiro positivo fixo. Prove que:
mmc(n,n+1,..,n+d) = 0(n%*?)

Exercicio 14: (a) Seja A o conjunto dos inteiros positivos livres de quadrados, isto €, o
conjunto dos naturais que nao sao divisiveis pelo quadrado de algum primo. Prove que:

d (A 1
()>§

(b) Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que n e n+ 1 sdo livres de
quadrados.



Exercicio 15: Seja P(x) um polindmio com coeficientes inteiros positivos. Se:
A=A{aj,ay ..1a; <a, <--eP(x)=a;,paraalgumx € Z}}
P={plpéprimoep € A};A,, ={a;,a,,..,a,};B,={p|Ip€EPep<ay,}
Prove que a densidade de P sobre A é sempre 0, isto é:

P,NA
jim 204l _

n—-oo n

3. Problemas Propostos

Problema 1 (OBM/1992): Prove que existe um natural n tal que a expansao decimal de
n1992 comeca com 1992 algarismos iguais a 1.

Problema 2 (OBMU/2001): Seja € > 0 um real dado. Com centro em todos 0s pontos do
plano com coordenadas inteiras, traga-se um circulo de raio &. Prove que toda reta
passando pela origem intercepta uma infinidade desses circulos.

Problema 3 (OBMU/2022 - Adaptado): Sejam E,F c N tais que d~(E).d™(F) > i.
Prove que para qualquer N € N, existe m € E, n € F tais que m = n (mod N).

Problema 4 (Romania IMO TST/2003): Considere a sequéncia {a,},en definida por
a, = [n\/2003j, para n € N. Prove que, para quaisquer inteiros positivos m e p, a
sequéncia contém m elementos em uma progressdo geomeétrica de razao maior que p.

Problema 5: Seja r € (0,1) um ndmero real. Seja S(r) o conjunto dos inteiros positivos
n para os quais o intervalo (nr, (n + 1)r) contém exatamente um inteiro. Prove que r é
irracional se, e somente se, para todo inteiro positivo M, existe um sistema completo de
residuos modulo M contido em S(r).

Problema 6 (OBM/2020): Para a inteiro positivo, defina . = 1, E* = q e, para cada

n>2EY =% 4 F((ﬂz). Um inteiro positivo é fibonatico quando é igual a E* para
algum a inteiro positivo e algum n > 3. Prove que existem infinitos nUmeros inteiros que

nao sao fibonaticos.

Problema 7 (Rioplatense): Sejam py,p,, ..., P Primos distintos. Considere todos 0s
inteiros positivos que utilizam apenas esses primos (ndo necessariamente todos) em sua
fatoracdo em numeros primos, e coloque-os em ordem crescente, formando uma
sequéncia infinita e estritamente crescente a; < a, < a; < ---. Demonstre que, para cada
natural c, existe um natural n tal que a,,; — a,, > c.

Problema 8 (China Southeast/2020): Arranje todos o0s inteiros positivos livres de
quadrados em ordem ascendente, obtendo a; < a, < ---. Prove que existem infinitos
inteiros positivos n tais que a,,; — a, = 2020.

Problema 9 (Ukraine TST/2007): Prove que existem infinitos inteiros positivos n para
0s quais todos os divisores primos de n? + n + 1 ndo sdo maiores que vn.



Problema 10 (USAMO/1995): Suponha que qo, 41,92, --- € uma sequéncia infinita de
inteiros satisfazendo as seguintes condicdes:

(i) m — n divide q,, — g5, paratodos m > n > 0 inteiros;
(i)  Existe um polinémio P tal que |g,| < P(n), paratodo n € N.

Prove que existe um polindémio Q tal que g,, = Q(n), paratodon € N,

Problema 11 (USAMO 2014 — Generalizagdo): Prove que existe uma constante ¢ > 0
com a seguinte propriedade: se a, b,n € N sdo tais que mdc(a + i,b + j) > 1, paratodos
i,j €{0,,..,n}, entdo min{a, b} > (cn)™.

Problema 12 (Iran/2001): Determine se existe uma sequéncia a4, a,, as, ... de nimeros
reais ndo negativos tais que:

1
an+a2n+a3n+---=ﬁ

Para todo inteiro positivo n.

Problema 13 (Canadé/2020): Seja S = {4,8,9,16, ... } 0 conjunto das poténcias perfeitas.
Prove que se arranjarmos os elementos de S em ordem crescente, obtendo a; < a, < -,
entdo existem infinitos inteiros positivos n para os quais 9999|a, .1 — a,.

Problema 14 (IMO Shortlist/2015): Considere uma fungdo f: N — N com as seguintes
propriedades:

. . fm - L.
()  SemneN,entio L™ e N (F™ & aiterada n vezes);

(i) O conjunto N\{f(n):n € N} é finito.
Prove que a sequéncia f(1) — 1, f(2) — 2, f(3) — 3, ... € periddica.

Problema 15 (China TST/2018): Seja k € N fixo. Dizemos que um inteiro positivo n €
n

1
Mostre que existe um inteiro positivo N tal que dentre 1,2, ..., N, existem ao menos 0,99N

deles que sdo bons.

bom se dentre 0s nUmeros (8) ( ) (Z) ao menos 0,99n deles séo divisiveis por k.

Problema 16 (Rioplatense/2022 — Adaptada): Um matematico esta se divertindo com
nameros naturais e ele decide fazer a seguinte brincadeira: inicialmente, ele escreve um
inteiro positivo maior que 1 numa lousa e, a cada instante ele o divide pelo seu menor
divisor primo, e substitui o numero na lousa pelo que foi escrito. Ele repete o
procedimento até obter o nimero 1. Se em algum momento aparecer um cubo perfeito
maior que 1, o matematico classifica o nimero escrito originalmente como sendo cuboso;
caso contrario, ele classifica 0 nimero como nédo cuboso. Por exemplo, 0 nimero 864 é
cuboso, pois na sequéncia de numeros obtidos, temos:

864 - 432 -5 216 >108>54>527-9-53->1

e 0 cubo perfeito 216 = 63 apareceu. 8 também é cuboso, pois ele ja é um cubo perfeito
maior que 1. J4 2022 ndo é cuboso, pois na sequéncia:

2022 - 1011 - 337 -1
ndo ha nenhum cubo perfeito maior que 1. Observe também que 1 ndo é cuboso.

Prove que a densidade dos nimeros cubosos sobre N é 0.



Problema 17: Prove que, para todo inteiro positivo n, existe uma sequéncia de n inteiros
consecutivos que ndo possuem 0 mesmo namero de divisores.

Problema 18: Prove que existe um real ¢ > 0 com a seguinte propriedade: entre
quaisquer n = 3 numeros inteiros positivos distintos, existem trés cujo mmc é pelo
menos c.n*%°,

Problema 19 (Vinganga/2020): Seja n um inteiro positivo e A um conjunto de inteiros
tal que o conjunto A+ A ={a+ b | a,b € A} contém {12,22, ...,n?}. Prove que existe
um inteiro positivo n tal que se n > N, entdo |A| > n®6666

Problema 20 (Vingan¢a/2014): Seja a > 1 um inteiro positivo e f € Z[x] um polindmio

com coeficiente lider positivo. Seja S o conjunto dos inteiros n tais que n|a’™ — 1.

Prove que S tem densidade 0 sobre N, isto €, lim Soi2-nll _ g,

n—-oo



