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Resumo
Nesta aula serao abordados problemas de contagem utilizando o método das fungoes geradoras.

Exemplo: Quantas solugoes inteiras possui a equagao

x1 + x2 + 3 =n, onde x1 € {3,4,5}, 22 € {1,2,3,4}, 23 € {2,4} en € {6,7,8,9,10,11,12,13}?

Solugao. Consideremos trés polindomios, um para cada varidvel:

xy € {3,4,5} = pi(v) = 2% + 2* + 2%,

x9 € {1,2,3,4} = po(x) = 2t + 2% + 23 + 24,

x3 € {2,4} = p3(x) = 22 + 2%

Agora considere o polinémio

p(z) = p1(x) -pa(x) -p3(x) = (23 + 2 +2°) (2t + 22+ 22 +2) (22 +21) = 213 +2212 + 421 + 5210+ 52° + 428 4227 +25.
O coeficiente de x'° no polinémio p é a;g = 5, que corresponde ao niimero de solucdes inteiras da equacdo

21 + a2 +x3 = 10, onde 1 € {3,4,5}, 20 € {1,2,3,4}, 25 € {2,4}.

Podemos visualizar as solugoes se considerarmos os polinémios

z1 € {3,4,5} = Pi(z) = a®z3 + a'z? + a®a",

r3 € {1,2,3,4} = Py(x) = bz + b%x? + b33 + b*a?,

x3 € {2,4} = P3(z) = 2% + ctat.

P(z) = Pi(x) - Py(x) - P3(z) = a®b*c*al3 + - + (a®b3c® + a®bct + a*b?c? + a*b?c + a®b3ct) 2l + - - + a3bcab.
Observe que no coeficiente de x'° aparecem as cinco solucdes da equacio

1+ 2 +x3 = 10, onde x; € {3,4,5}, 29 € {1,2,3,4}, 25 € {2,4}.
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Séries de Poténcias

Antes de definirmos fungoes geradoras lembramos algumas séries de poténcias estudadas no Célculo. Aqui traba-
lhamos com séries formais e a principio nao interessa para quais valores de x vale cada uma das igualdades abaixo,

mesmo assim indicamos.

—+o0
1
Série Geométrica: —— = Zx" =l+a+a?+---, selz| <1
1—=z
n=0
1 =2
Série Geométrica Generalizada: I = Z(aa:)” =1+ar+ (ax)*+---, se ax| < 1, onde a # 0.
—azx
+o0 a®
Funcgao Exponencial: e = Z — ™ vale para todo x € R.
n—o "
e X1
Fungao Cosseno Hiperbdlico: coshe = —— = Z —— 2®" vale para todo = € R.
2 = (2n)!
e® —e X 1
Funcgao Seno Hiperbdlico: senhz = — = Z m 22" vale para todo = € R.

n=0

Série Binomial: Se a, 8 € R,a # 0,8 # 0 e |fz| < 1, entdo

(14 Ba)™ = 1+§1 (Z)ﬁ"x onde (Z) _ala-D@=2-(a-n+l)

Definicao: Se a,, paran =0,1,2,..., é o nimero de solugdes de um problema de contagem, a fungao geradora

ordinaria para este problema ¢é a série de poténcias formal

+oo
f(x):Zanx"=a0+a1x—|—a2x2+a3x3...

n=0

Teorema: Se f(x) e g(x) sdo as fungdes geradoras das sequéncias (an)n>0 € (bn)n>0, respectivamente, entao:

(i) af(z) + Bg(z) é a funcao geradora da sequéncia (aa, + Bby)n>0, com «, 8 € R.

—+o0

+oo +oo n
(i) f(z)g(z) = (Z anac”) (Z bnw"> = Z <Z akbnk> z".
n=0 n=0 k=0

(iii) A fungdo geradora para a sequéncia (ag + a1 + -+ + ap)n>0 ¢ igual a

+o0
(an> fl@)y=QQ4z+2*+--)f(x) =
n=0

(iv) A fungao geradora para (na,),>o € igual a zf'(x), onde f'(x) é a derivada de f em relagéo a x.



Sequéncia de Fibonacci

No exemplo abaixo resolveremos uma equagao de recorréncia de segunda ordem usando séries de poténcias.
A sequéncia abaixo tem lei de formagao ligeiramente diferente da sequéncia de Fibonacci:

FO == O,Fl = 17Fn = anl —‘an,Q, sen 2 2.

Exemplo: Dispomos de uma grande quantidade de blocos coloridos nas cores branca e preta. Os blocos brancos

sao quadrados de lado 1 cm, e os pretos sao retangulares e medem 1 cm x 2 cm. Quantas filas de altura 1 cm e

i

Solugao. Seja a, a quantidade de maneiras de formar uma fila de comprimento n centimetros. Note que

a1 = 1: D
w-2 L R

Agora vamos analisar o caso geral a,4+1 para n > 2. Para a,41 temos dois tipos de solugdes: aquelas em que o

comprimento n cm podem ser feitas?

ultimo bloco é branco, e aquelas em que o ltimo é preto.

Caso 1: Se o ultimo bloco é branco, entao devemos completar os n centimetros iniciais, e isso pode ser feito de a,

modos.

Caso 2: Se o ultimo bloco é preto, entao devemos completar os n — 1 centimetros iniciais e isso pode ser feito de

ay—1 modos.

Considerando ambos os casos acima, temos que ap1 = @n + @p—1,01 = 1,a0 = 2.
Além disso, podemos definir ag = as —a; =2 —1=1.

Analisaremos a sequéncia definida por ag =1,a1 =1 e a, = ay_1 + ap_o paran > 2.

Iremos encontrar a funcdo geradora ordindria f da sequéncia (ay)n>0 € uma expressao para o termo geral a,,.

Escreveremos apenas f ao invés de f(z).

+oo +o0 +o0 +oo +o0
f= Zanx” éf:aoJralirZanx" :1+z+Z[an_1 + ap_o]z" = 1+;1:+Za7,_1m"+2an_2x”
n=2 n=2

n=0 n=2 n=2

+o0 +oo +o0 +oo
f:1+x+2ana:”+1+2anx”+2:1+x+zZan:c”+x22anx":1+x+x(f71)+:c2f
n=1 n=0 n=1

n=0

1
Assimseguequef:1+x+x(f—1)+x2f:>(1—m—x2)f:1:>f(x):m.

1+\/5e

16
S R’}

A equacio 1 — 2 — 22 = 0 tem como solugdes o = 5

B

Note que a4+ B =1,a-f=—-l,a—B=+5cassiml—z—2?2=1—(a+f)z+a-B2%=(1-azx)(l - Bz).

o 1 1 a B
Além dlSSO, f(x) = m = E |:1 o — 1 —B(I;:| .

Agora podemos usar a série geométrica para obter a série de poténcias de f:

o= [ - ] - Ea(w)” - iﬂ(ﬂx)”] S (e

n=0 n=0

an+176n+1 1+\/5 71,\/5

para todo n > 0, onde a = ef >

7 5 . g

Portanto a,, =




Permutagoes Cadticas

Definicao: Uma permutagao de ay,as,...,a, é dita cadtica quando nenhum a; se encontra na i-ésima posicao.
Exemplo: As permutagoes 2341, 3412 sdo cadticas de 1,2, 3,4, mas 2314 ndo é (4 estd no seu lugar primitivo).
Para n > 1, seja D,, o nimero de permutagoes caéticas de n elementos. Temos que D; =0, Dy = 1.

Para n = 3 temos duas permutacoes cadticas: 231 e 312 e assim D3 = 2.

Para n = 4 temos nove permutagoes cadticas: 2341,3421,4321,3412,3142,4312,2413,4123 e 2143 e assim Dy = 9.
Agora deduziremos uma férmula recursiva para D,,.

Para 1 < k < n — 1 dividimos as permutagoes cadticas com a,, = k em dois subconjuntos:

e Aquelas em ai = n e assim os demais n — 2 elementos podem ser colocados de D,,_o maneiras.

e Os elementos do conjunto {1,2,...,n — 1} — {k} ndo ocupam o seu lugar primitivo e n ndo ocupa a k-ésima

posicao. Isso pode ser feito de D,,_; modos.

Assim segue que D1 =0,Dy=1e D,, = (n— 1)(Dp—2 + Dy—1) paran > 3.

A equagdo acima pode ser reescrita na forma D, —nD,,_1 = (=1)[Dp—1 — (n — 1)D,,_5].

Definindo d,, = D,, — nD,,_1 segue que d,, = (—1)d,,—1 é uma progressao geométrica com dy = Dy —2 - Dy = 1.
Logo d, = (—1)™ e ent@o a equagao de recorréncia fica D; =0 e D, =nD,,_1 + (—1)", para n > 2.

Podemos definir Dy fazendo n = 1 na recorréncia e assim D1 = 1- Dy + (1), ou seja, Dy = 1.

D D, _ 1" D, _ 1"
Dividindo por n! temos que — = n—— ! + (=1 = n-l + (=1
n! n! n! (n—1)! n!
D -1"
Seja p, = — e assim a equacdo fica p, = p,_1 + (=D , paran > 1.

n!

n!

Multiplicando por z™ e somando temos que

+oo “+o0 +oo 1)
n __ n (_ ) n o .
pnx = DPn—1Z" + o T e asslm segue que
k=1 n=1 n=1 :

“+o0 “+oo “+oo (_1)n +oo
2 paa" = pua™ T Y St = ) pat e o1 (1)
n=1 n=0 n=1 ’

n=0

o0
Se p(z) = Z pra” é a funcdo geradora da sequéncia p,, entdo temos que a partir de (1) que
n=0

—x

D
g(z) — po = zg(z) + e~ — 1. Como py = —= = 1, segue que g(z) = zg(x) + e

0!
1, eT = (—1)F N . "L (—1)F
Logog(m)zlixe :lx:Z<Z( k!) xk>x eass&mpnzz( k:!) z*
n=0 \k=0 k=0

— (-1)*
Portanto D,, = n!p, = n! Z .



Combinacoes Completas

Proposigao: Sejam m,n numeros inteiros positivos. O nuimero de solugoes inteiras nao negativas da equagao

(") =)

Prova. Este é o ntimero de maneiras de escolher n objetos dentre m objetos distintos, onde cada objeto pode ser

r1+ a2+ +x,, =m éigual a

tomado até n vezes. Neste caso precisamos fazer um percurso num diagrama de quadras e ruas de O = (0,0) até

P = (n—1,m), em que subimos m quadras e nos deslocamos n — 1 vezes para a direita, que é equivalente a contar
m+n—1) _ (m+n—1) O

os anagramas da palavra S...SD...D eisso é igual a ( A o

m n—1

Abaixo veremos uma forma de provar o resultado anterior usando a série geométrica.

No exemplo abaixo usaremos as notacoes f(™)(z) = (™ é a derivada de ordem n de f e [f(z)]" = f".

1
Exemplo: Se f(z) = 1 , entdao (™ (x) = n![f(x)]"*!, para todo n > 0.
—x

+o0 I
k+n—1) ktn—1
Podemosprovarque(1+$+$2+"')n:2( - ) kZ( o )wk.

wrr= ),
I(n—1)!
P El(n —1)! pors k
1) 1
Portanto o coeficiente de 2™ em (1 4z +x2 +---)" é mtn-1) _(mEn O
ml(n —1)! m

Exemplo: Utilizando fungoes geradoras vamos encontrar a quantidade de solugoes inteiras nao negativas da

equagao r1 +x2 + -+, = m.

Solugao. Observe que x1 +x3+---+x, = m se, e somente se, x*1x*2 .- x" = ™. Logo a quantidade de solucoes

da equacgao ¢é igual o niimero de maneiras de obter a parcela ™ em

(1+x+x2+...)(1+$+x2_~_...)...(1+x+x2_~_...).

n

Pelo exemplo anterior, o niimero de solugoes inteiras nao negativas da equagao x1 + x2 + -+ + x, = m € igual a

ety _(mn )

Sequéncia de Catalan

Exemplo: Seja n um inteiro positivo. Uma particula, estando no ponto (z,y), pode se movimentar de dois modos:
S:(zy) Mz +1Ly+1)eD:(z,y) \((z+1,y—1).

Além disso, a particula nao pode ficar abaixo do eixo dos x.

Quantos sdo os trajetos possiveis da particula de (0,0) até (2n,0) usando os movimentos S e D?

Proposigao. Seja C,, a quantidade de caminhos possiveis no problema acima. Entao temos que:

1 /2
(i) C, = 1 < n)’ para todon > 0. (), é denominada sequéncia de Catalan.
n n

(i) A sequéncia de Catalan C,, satisfaz a relacao de recorréncia
Cr1 = CoCr + C1Cpy + -+ + Cr_1Cy + CoCo = Y _ CrCrg, para todo n > 0.
k=0

(iii) A funcdo geradora para a sequéncia de Catalan C,, é

’i"c . 1—1—4z 2
hT = = .
e 2z 14+v1—4x




Uma situacao semelhante cuja solugao envolve a sequéncia de Catalan é dada no exemplo abaixo.
Divisao de um Poligono Convexo em Triangulos

Exemplo: Para cada inteiro n > 3, pretendemos determinar de quantas maneiras é possivel dividir um poligono
convexo de n lados em tridngulos, tragando apenas diagonais que ndo se intersectem no interior do poligono. A
posicao do poligono ¢ fixada, de modo que todas as partigoes diferentes com respeito a posicao considerada sao
contabilizadas mesmo que algumas delas possam resultar em configuragoes iguais mediante rotacoes. Podemos

considerar poligonos regulares. Nas figuras abaixo temos todas as configuragdes para n € {4,5,6,7}.

n=4:

INANZAN

PSSV
NSV

Solugao. Denotando por P, o numero de maneiras de dividir um poligono de n lados segundo as regras acima,

temos que P3 = 1, P, = 2 e convencionando P, = 1 temos que

n—1
Po=1eP, = ZPkPn+1—k7 sen > 3.
k=2

Lembre que se f(z Zanm e g(x Zb x", entdo f(z)g( Z (Zakbn k)

Se convencionarmos que Py = P; = 0, entao temos que

n+1
Po=1leP, = Z PyPyi1_), sen > 3.
k=0
“+o00
Se f(z) = Z P,x™, entdo a soma acima é a expressao do coeficiente de 2™ da funcio f2(z) = f(x)f(x).
n=0 it
Entéo temos a recorréncia Py = Py = 0,Py=1e Py =Y PyPuj1 g, sen > 3.
k=0

Multiplicando a recorréncia acima por 2™ e somando para n > 3 obtemos

“+o0 “+o0 n+1
S Pat=>" (Z PkPnHk) T
n=3 k=0

Assim segue que

+m> n+1
f(x) = Py — Pix — P2’ = Z (Z PyP,ii- k)



f* (=)

Logo f(z) — 22 = e a fungao geradora da sequéncia P, satisfaz a equagao f?(z) — xf(z) + 2® = 0.
x

+ /2 — 43
As solugoes desta equagdo sao f(x) = % = g (1+v1—4z).

Agora precisamos verificar qual raiz escolher.

Temos que f/(0) = P; = 0 e a unica das fun¢oes acima que satisfaz essa condigdo é f(z) = ad (1 —V1-= 496).

2
400 +o00 +0o0
ix .2 1- 1—4x .2 n __ n+2 n
1) = 2 0= vi=) =t (L) R 0 = S e = S0,
n=0 n=0 n=2
+oo +o00o
Como f(z) = Z Pa" = Z P,z" e assim P, = C),_o.
n=0 n=2
n 314(15]| 6 7 8 9 10

P,=Ch o | 1251442132 429 | 1430

Sequéncia de Motzkin

Exemplo: Seja n um inteiro positivo. Uma particula, estando no ponto (x,y), pode se movimentar de trés modos:
R:(z,y) = (x+1,9),S: (x,y) S (z+1L,y+1)eD:(z,y) \ (z+1,y—1).

Além disso, a particula nao pode ficar abaixo do eixo dos .

Quantos séo os trajetos possiveis da particula de (0,0) até (n,0) usando os movimentos R, S e D?

Se M, é a quantidade de trajetos possiveis, denominada sequéncia de Motzkin.

Entdo Mo = My =1, My = 2, My = 4, My = 9, M5 = 21, Mg = 51, M7 = 127,... ¢

n—1 2n+3 3n
M, ., = M, MM, 1 = M, M, _
i T 2 Miebmrok = S Mt S M
A func¢io geradora da sequéncia de Motzkin l-z—V1-2z-327 = 3 LWZ%J "o |
222 2k

n=0 k=0

Além disso, a sequéncia de Catalan pode ser obtida a partir da sequéncia de Motzkin

n
Co=1leCpr=) (Z)Mk, sen > 0.
k=0



Funcao Geradora Exponencial

Agora veremos uma situagdo em que a ordem é importante.

Exemplo: Quantas sequéncias com n letras (n € {6,7,8,9,10,11,12,13}), formadas pelas letras a,b,c, onde a

letra a aparece 3, 4 ou 5 vezes, a letra b aparece 1, 2, 3 ou 4 vezes e a letra ¢ aparece 2 ou 4 vezes?

Solugao. Vamos considerar o caso n = 10.

10!
No termo a®b?c?z'° que surge do produto (a’z®)(b3z3)(c?x2) devemos obter o fator .
513121

Se quisermos a quantidade de solucdes para n = 10, o coeficiente de x'? deve ser

10! 10! 10! 10! 10!
3120 T smian T el T moan s

Alteramos os polinémios que controlam a presenca de cada letra introduzindo no coeficiente de ™ o fator —-
n!

Assim segue que
ad a* 4, a 5 b b? b3 bt c? ct 4\
gx —|—jx +§x 1'x—|—§x —&—gx —|—Ex 2'33 +Ex =
a5b4c4x13 a’b3ct L atbict P2 )l a’b3c? n a®bct L a’b*c? L a*b?ct n a’b3ct 0., +a3b02 B
514141 51314! 41414! 513121 511141 41412] 412141 31314! 311121
5b3 2 5b 4 4b4 2 4b2 4 3b3 4
Agora o coeficiente de z'° é a2c + a e + a°¢ + a2¢ + T que ainda nao é o que desejamos!

513121 511141 414121 412141 313141

Se multiplicarmos e dividirmos esta expressao por 10! teremos:

|
55362 4 aAbAe2 432 4 4p2 4\ 1
(5!3!2"‘ TG 7 T TR T T T ) 10
10
Se fizermos a = b = ¢ = 1, 0 nimero procurado sera o coeficiente de o

{E3 £C4 1’5 X 1’2 1[,’3 £E4 SU2 (E4 -
stantw) oty Ty tw)\a T w) "

13! 213 ( 12! 12! )x12 ol ( 10! 10! 10! 10! 10! >x10 6! °

s st \smar P amar ) i PO ) Tt e P ama T ame T e Tasm) 100 T s e

Logo a quantidade de sequéncias com 10 letras formadas pelas letras a, b, ¢, onde a letra a aparece 3, 4 ou 5 vezes,

1 b 192 3 4 . 1 9 4 L 1 10! 10! 10! 10! 10!
a letra b aparece 1, 2, 3 ou 4 vezes e a letra c aparece 2 ou 4 vezes ¢ 1gual a 513121 + 54l + 1411 + 12040 + 3311

xTL

T - .
Definigao: A série de poténcias ag + a3 — T + ag— + a3 — 3' A é funcdo geradora exponencial da
n!

sequéncia (an)n>0-

Usamos a fungao geradora exponencial quando a ordem dos objetos retirados deve ser considerada. Quando a

ordem ¢ irrelevante usamos a fungao geradora ordinaria.

Exemplo: Seja n um inteiro positivo. Determine a quantidade de nimeros inteiros positivos N satisfazendo as
seguintes condicoes:

(i) N possui n algarismos do conjunto {1, 2, 3, 5, 8}.

(ii) N tem uma quantidade par de algarismos 2 e uma quantidade par de algarismos 8.

(ii) N tem uma quantidade fmpar de algarismos 3 e uma quantidade fmpar de algarismos 5.



Contando Funcgoes Sobrejetivas

Exemplo: De quantas maneiras podemos acomodar 30 alunos em 4 turmas diferentes sem que nenhuma turma

fique vazia?

Nenhuma turma podera ficar com mais de 27 alunos, pois nesse caso teriamos pelo menos uma turma vazia.

Como as turmas sao diferentes e a ordem dos alunos nas turmas néo importa usamos a fungdo geradora exponencial.

22 23 227\ 4 230
Para este problema podemos usar f(z) = <:c + o + 37 4+ 4+ 27') e a resposta é o coeficiente de 301 nesta
exXpressao.

230 2 .3 27 4
Note que é o mesmo que tomar o coeficiente de 300 na expressao <x + o + 37 +---+ o7 + - ) = (e® —1)4,

! w0 ! ! !
pois as poténcias adicionadas nao afetam o coeficiente de 301
230

Mas (€% — 1)* = % — 4e3% + 6e2® — 4e® + 1 e o coeficiente de 307 hessa expressio ¢ 430 —4.330 4+ 6.230 — 4,

Teorema: Sejam m,n inteiros positivos tais que m > n. Se A e B sdo conjuntos com m e n elementos, respecti-

vamente, entao a quantidade de fungoes sobrejetivas de A em B é igual a

i(—l)k(;;L) (n— k)™,

k=0

Prova. Este problema é semelhante ao anterior onde m = 30 e n = 4.
xm

Logo devemos determinar o coeficiente de — na expressao (e* — 1)™. Temos que
m

!
1=y

k=0

e (IS o B W

k=0 m=0

Portanto segue o resultado. [J



