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1 Introducao

Nas competigoes Matematica para o nivel universitario é praticamente obrigatério encontrarmos problemas que envolvem a
integral de Riemann e suas propriedades. Neste breve material, fazemos um resumo das principais propriedades envolvendo a
integral de Riemann, com um resumo dos resultados centrais da teoria. Além disso, também trazemos um apanhado de ideias
sobre desigualdades classicas (Cauchy-Schwarz, Holder, Young, Minkoviski,...) envolvendo a integral de Riemann. Ao longo do
texto aprsentamos a solugao detalhada de alguns problemas extraidos de competigoes Matematicas ao redor do mundo e ao final
apresentamos uma extensa lista de problemas propostos que foram extraidos de provas de olimpiadas de Matematica ou que tem
um sabor olimpico. Sejam bem vindos & integral de Riemann!!!

2 Primitivas

Dizemos que uma fungdo F : [a,b] — R é uma primitiva de uma fun¢éo f : [a,b] = R quando F'(z) = f(z) para todo
x € (a,b). Para indicarmos que F é uma primitiva de f escrevemos [ f(x)dx = F(x). Note que se F' é uma primitiva para f

, segue que G(z) = F(x) + k, com k € R também é uma primitiva de f, visto que G'(x) = F’'(x) = f(z) para todo = € (a,b).
Pode-se provar facilmente que se F'(z) é uma primitiva de f entéo todas as primitivas de f sdo da forma G(z) = F(z) + K, onde
K é uma constante real.

3 A integral de Riemann e suas propriedades

Nao apresentaremos aqui a formalizagdo necessaria a construcdo da definicdo da Integral de Riemann a partir do conceito de
particdo de um intervalo e dos limites das somas superiores e inferiores associadas a uma determinada func¢io definida num intervalo
[a,b] C R,toda essa formalizagdo pode ser encontradas por exemplo em [3]. Assumiremos a existéncia de integral de Riemann
de uma determinada fungdo f num intervalo [a,b] C R e a partir dai apresentaremos um resumo das principais propriedades e
teoremas relacionados com a integral de Riemann. A seguir relebramos alguns resultados que garantem a integrabilidade de uma
funcao real de variavel real.

Teorema. 1. Toda fungdo continua f : [a,b] = R € integrdvel.
Teorema. 2. Toda fung¢do mondtona f : [a,b] — R € integrdvel.

Teorema. 3 (Propriedades da integral de Riemann). Se f,g: [a,b] = R sdo fungdes integriveis e ¢ € R, tem-se que:

. /baf(m)dx - —/abf(x)dx.

/ba f(x)dx

< / @),




o[ =e [ s
/:(f(x) + g())dr = /ab f(z)dz + /ab g(z)da.

. Se f(z) < gz :>/f dx</b (2)da.

e Sea<c<b, entao/f dx</f daer/f

3.1 O Teorema Fundamental do Calculo e suas varias versoes

Nesta segdo vamos estabelecer trés versoes do chamado Teorema Fundamental do Calculo. Como o préprio nome sugere, esse
teorema tem um papel central no Calculo, sendo uma das ferramentas mais uteis tanto no desenvolvimento da teoria em si, como
nas aplicagoes a Matematica e as ciéncias afins. Esse teorema relaciona duas das princiapais ideias do Calculo; a derivada e a
integral, ligando duas ideias geometricas completamente distintas, a saber: a reta tangente a uma curva e a area localizada sob o
grafico de uma fungdo real num intervalo da reta real.

Teorema. 4 (Teorema Fundamental do Célculo - Versdo 1). Seja f : [a,b] — R uma fun¢io continua. Entdo a fungdo F : [a,b] — R
definida por F(x) = [* f(t)dt € derivdvel neste intervalo (e portanto continua) e além disso, F'(z) = f(x) Va € (a,b).

Teorema. 5 (Teorema Fundamental do Célculo - Versao 2). Seja f : [a,b] = R uma fungio continua. Se G : [a,b] = R é uma
primitiva de f, isto é, se G'(x) = f(z), Yz € (a,b), entdo

b
/ f(z)dx = G(b) — G(a).

b
Observagao. 1. Quando a fungio f : [a,b] = R é ndo negativa, a integral f(z)dx reresenta geometricamente a drea localizada

a
sob o grifico da funcgdo f, o eizo x e as retas verticais x = a e x = b, conforme ilustra a figura a sequir:

0 a X b I

b
No caso em que [ é uma fungio que possa assumir valores negativos no intervalo [a,b] a integml/ f(z)dx representa a soma

a
algébrica das dreas (dreas considerando-se o0s respectivos sinais) localizadas limitadas pelo eizo x, pela grifico de f e pelas retas
verticais * = a e x = b.

Teorema. 6 (Teorema Fundamental do Célculo - Versdao 3). Sejam f :[a,b] > R e g,h: R — R fungdes diferencidveis, entdo:
d h(z) , .
i/ f)dt = f(h(x)h (x) = f(g(x))g' (x).
g(x

Um outro resultado extremamente relevante dentro da teoria é o seguinte resultado:

Teorema. 7 (Mudanga de varidveis). Sejam f: I CR — R (onde I é um intervalo) uma fungio continua e g : [¢,d] — R, com
g’ continua em [c,d], tal que g(c) = a e g(d) = b. Nessas condigoes

/a ' flaye = / " Fo(u))g'(w)du



Para finalizar este breve resumo, trataremos da famosa férmula da integracdo por partes, que é uma ferramenta muito tutil na
determinacao de certas primitivas e portanto de integrais definidas e o Teorema do valor médio para integrais.

Proposic¢do. 1 (Férmula da integragdo por partes). Se f,g: [a,b] — R tém derivadas continuas, entio

b b
/ f(x)g'(x)dJ?:[f(b)g(b)—f(a)g(a)]—/ f'(@)g(x)dz

De fato, sabemos que

b
@) = F (@) + f@)g () = / Yz = / (' (@)9(z) + f(@)g (2))dz =

b
[F@)g(@)]} = / 7 (@)g(x)da + / F()g! (2 =
b
/ f(2)g (@) = [f(D)g(®) — f(a)g(a)] — / F()g(a)dx

Observagao. 2. Boa parte dos autores costuma escrever a formula de integracdo por partes da forma a sequir:

b b
/ udv = wv| — / vdu.
a a

Quando queremos calcular /f(:r)g(x)dx, podemos fazer

u= f(x) du = f'(z)dx
{dv—g(x)dz - vz/g(m)dm

Teorema. 8 (Teorema do Valor Médio para integrais). Se f for uma fungao continua num intervalo [a,b] e m e M o minimo e
o mdzimo de f, respectivamente, entdo existe um ponto ¢ € [a,b] tal que

/ f(a)dz = F(e)(b— a).

Observacgao. 3. Interpretacio Geométrica

.1I
_/fﬁ“ y= fi{x)
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Por fim, vamos relembrar o conceito de integrais imprdprias.

Defini¢do. 3.1 (Integrais impréprias). Suponha que f : [a,00) — R € integrdvel no intervalo [a,r] para todo r > a, definimos a
integral imprépria de f no intervalo [a,00) como sendo

/00 f(@)dx = lim ' f(x)dx

r—00 a

Analogamente, se f : (—o0,b] — R € integrdvel no intervalo [r,b] para todo r < b, entdo

b b
/_ f(z)dz = lim f(z)dx

r—oo J_.



3.2 Exemplos resolvidos

T 1
Exemplo. 3.1 (OMRN-2022). Mostre que/o Wu}m = g
Soluggo. Fazendo a mudanca de varidveis © = m — y, segue que cosz = cos(m — y) = —cosy e de = —dy. Portanto,

- e~ [ et
= Jy 14202300 T | Ty 2023 o' Y

0 T
1 1
=— ——dy = / —dy
1 1
/rr L+ s33005w 0 1+ 5553
/0 2023V
1+ 202305y
Apenas trocando a varidvel (muda) y pela varidvel z na tltima equagio, segue que
0 2023 T 2023%0%
——dy = ——dx
= 14 2023c0sy o 14 2023¢0sx

™ 1 ™ gQ2gcose
/0 1+ 2023c052 " € /0 1+ 2023052 **

™ 1 ™ 2023¢0s®
U=I+1=| ———d 2y
+ /0 1+ 20230050 F /0 1+ 2023¢05 "
_ / T 20230 20230 ]
~Jo [ 1+42023cos T 1 4 20230

™ | 4 9023%0s® w
/0 11 2023¢05z " /0 r=(r=0)=m

Entao,

Portanto,

o que revela que
1 0

™
2[: I:f 7(1 = —.
TS :,/0 1+ 2023002 0 T 2

Exemplo. 3.2. Seja f: RT — R uma funcdo injetiva e diferenciavel. Prove que a funcdo F(x / f(t)dt é mondtona.

Soluggo. Devemos mostrar que F'(x) > 0 ou F'(z) < 0 para do x real. Derivando em realcoa a variavel x a fungao
/ I
[ 10
SRLCL
0
)

Fazendo h(z) = zf(z) — / f(t)dt e derivando novamente em realacdo a variavel x, segue que

segue que

F'(z)=

W(z) = f(x) +af'(z) = f(x) = zf'(z)

Ora, como f e continua e injetiva, segue que f’'(z) > 0 ou f’(x) < 0 para todo & € R*. Temos, pois duas situacoes a considerar:



o Se f'(z) >0, segue que h'(z) > 0 e portanto F’(x) > 0.
o Se f'(z) <0, segue que h'(z) < 0 e portanto F’(z) < 0.

Em qualquer dos dois casos temos que F' e monotona, como queriamos demonstrar!

T senx
Exemplo. 3.3. Calcule /_7T T_Hdm.
Soluggo. Considere a fungao f : [—m, 7] — R dada por f(z) = 51 Essa funcéo ¢ impar, pois
sen(—x —senzw sen x
f(=z) = (-2) = = —f(x), Vz € [-m,7].

(—x)2—|—1:1:2—|—1 2241

Como o intervalo de integragdo [—m, 7| é simétrico em relagdo & origem, segue que

T T senx
77rf(o:)d1:—()é/w x2+1dx_0’

pois a integral de uma fun¢do impar num intervalo simétrico em relagdo a origem é sempre igual a 0.

Exemplo. 3.4. Seja f uma fungio f : [1,4+00) — RT e satisfazendo

1

fhy=1ef'(z)= W

Prove que lim f(x) <1+ T
z—00 4

Soluggo. Como f'(z) = Wl(w)ﬁ > 0, segue que f é crescente. Assim,
t>1= f(t)> f(1)=1.
Assim,

1 1
t2 4+ (f(t))? < t2+1°

f)=
Pelo Teorema fundamental do Célculo, segue que:
1 1
f@) =10 = [ roas f@-1= [ o

Portanto,

f(x) =1+/0 f()dt
1
t2

1
<1+/
o 1+

<1
<1 —
+/0 1+t

=1+ (arctgt)g®

™
=1 —
+4

xn

Exemplo. 3.5. Para todo inteiro positivo n, determine / 3 —dz.
4o+ 5+ + 5y

n!




Solugdo. Seja fn(xz)=1+x+ é—? +- % Assim, f)(z)=1+z+ %? +- 4 (ffl%ll), Portanto,
2" = nlfn(z) —nlfy (@) = n! (fu(x) - fo(2))
n | _

I+a+ 24+ fn(2)

= !/ @

- [ (-)-
= nl (/ 1dz/(£nfn(x))’dx)

= nlz—nllnf,(z)+C

Portanto,

n!

= n!x—n!én(l+x+§+--~+m—)+0

n!

Exemplo. 3.6. Seja f uma fungdo real continua e nio negativa definida em [0,1] tal que

(f(1)? < 1—|—2/0 f(s)ds, comt € [0,1].

Mostre que f(t) <1+t para t € [0,1]

¢
Solugdo. Seja u(t) =1+ 2/ f(s)ds. Pelo enunciado,
0

| A
Kﬁ
c::

IA

F

t
Derivando u(t) =1+ 2/ f(s)ds em relagdo a t, tem-se que:
0

o' (t) t) < 2y/u

\/771

Por outro lado, % (y/u(t)) = —+). Assim,

21&%§1:>/0t2?//ﬂd </t1ds:>

ds \/7 = (ti) ————ds < ; 1ds = Vu(t) — vu(0) <t

0
Mas ocorre que u(0) =1+ 2/ f(s)ds =1+ 0= 1. Portanto,
0

Vau(t) — Vu(0) <t = u(t) = V1 <t= Jult) <1+t

Por fim, como u(t) =1+ Q/t f(s)ds = (f(t))?, segue que:
0

Va®) <1+t = VFOR <1+t= f(t) <1+t Vteo,1].

0



Exemplo. 3.7. Encontre todas as fungdes integrdveis em [0, a] satisfazendo a condigdo

0< f(x) Skz/xf(t)dt, Vz € [0,a] e k> 0.
0

Soluggo. Definindo a fungdo F : [0,a] — R, por F(z) = / f(t)dt > 0, pelo Teorema fundamental do Calculo, segue que
0

x

F'(z) = f(x), Yz € [0,a]. Da desigualdade, f(z) — k/ f(®)dt <0, segue que
0

F'(z) — k.F(z) <0= F'(z)e™* — kF(2)e " <0 = % (F(z)e ) <o0.

Assim,
/% (F(x)e_km) dx < /Odm = F(a:)e_k‘r <0.

Por outro lado, F(z) > 0 e e % > 0, segue que F(x)e™** > 0. Assim,

{F(x)ekw <0 = F(z)e™™ = 0= F(z) =0,Vz € [0,al.

F(z)e ™" >0

Por fim,
F@ﬁin/ﬁﬂﬂﬁzO,wmf@Eﬁ,WEWﬂL
0

o que revela que f(t) =0, Vt € [0,a. n
! 1

Exemplo. 3.8. Seja f:[0,1] = R uma fun¢io continua tal que / f®)dt = 3 Mostre que f possui um ponto fixo, isto €, existe
0

¢ €[0,1] tal que f(c) = c.

Solugio. De fato, defina ¢ : [0,1] — R por ¢(t) = f(t) — t. Note que a ¢ é continua pois a f é, donde segue que a ¢ é integravel.
Assim, integrando a fungdo ¢ de 0 a 1, segue que:

1 1
o) = f(t) —t > / o(t)dt = / () — t] dt

AV@&-A%&

/ fa—1
b

=1/2

=0

1
2

1
2

1
Como a ¢ é continua e / p(t)dt = 0, segue que existe pelo menos um ponto ¢ € [0, 1] tal que p(c) = 0, pois se essa fungdo
0

continua nao zerasse em nenhum ponto a sua integral seria estritamente negativa ou estritamente positiva no intervalo [0, 1]
(pense em termos das somas de Riemann). Assim,

plc) =0« f(c)—c=0% f(c)=c
o que revela que a f tem pelo menos um ponto fixo. =

Exemplo. 3.9. Encontre todas as fungdes continuas f : (0,1) = R tais que

| @)= sais = 5.



ou ainda,

Como a fun¢do ¢ : (0,1) = R dada por (f( ) _ %)2
)" =

e identicamente nula, ou seja, (

Exemplo. 3.10. Calcule a integral I =

z
2

/01 (f2(x) —af(z) + f) dr =0

/01 (f(x)—g)dezo

f(z) = % para todo x € (0,1).

—_—dzx
0o T4+ Va2 —ax?

Solugcdo. Fazendo x = asenf e depois x = acosf, obtemos:

Adicionando essas duas integrais, obtemos:

Assim, 21 = il

21 =

/ /2 senf 40+ / senf
0 senf + cosf senf + cosf

™
\/(;

71'/2
= / _send
0

senf + cos

w/2
_ / cost a0
o  senf + cosf

/2 send + cosf
senf + cosl

/2
/ 1do ==
0 2

™

=>I—/a¥d$—f
2 0 *++Va?—2x? 4

w/4
Exemplo. 3.11. Calcule a integral I = / In(1 4+ tgx)de.
0

Solugdo. Fazendo a mudanca de variavel r = 7

—t, segue que

w/4
I= / n(1+ tgx)dx
0

04€n(1 +tg (% - t))(—l)dt

/4 1 —tgt
g
in(1 dt
/0 n( +1+tgt)

TI'/4 2
/ In( )dt
0 1+tgt

w/4 w/4
/ In2dt — / In(1+ tgt)dt
0 0

Ttn2 -1

—df

e continua e nao negativa, segue pelo resuldado do problema anterior, que g



Assim,

= —€n2 —I=2l= fm = / n(1 + tgz)de = gEnQ

Exemplo. 3.12 (OBMU-2018). Qual € o valor integral impropria / log(sen(x))dx?
0

Solugdo. Note que

/ log(sen(x))dx = / log(?senfcosf)dx
= / log(2)dx+/ log(sen= )d:v+/ log(cos%)dm
0 0
= 7r.l092—|—/ log(sen— )dx—i—/ log(cas%)dw
0 0

™ ™
Agora vamos manipular separadamente as integrais / log(sen 5 )dx e / log(cosg)dx.
0 0

x
Na integral / log(seng)dx fazendo u = §, segue que dx = 2du e novos os limites da integral sao u; =0 e uz =
0

T w/2
/ log(sen Ydx = 2/ log(sen(u))du
0 0
Apenas trocando a letra u pela letra  no segundo membro, segue que
T w/2
/ log(sen Ydx = 2/ log(sen(zx))dx
0 0

Por outro lado, usando a identidade cos3 = sen (g — %) podemos escrever

/ log(cos )dx = / log(sen(z f))alx
0 0 2 2
Nessa tltima integral fazendo u = 5 — 3, segue que dx = —2du e novos os limites da integral sao
™ 0 T 7 0
U=——=—== € u ———=
T2 2 2 T2 2

Portanto,

/ log( cos / log(sen(= — f))da:

= =2 log(sen(u))du
/W/Q g(sen(u)
/2
= 2/0 log(sen(u))du

/2
= 2/0 log(sen(zx))dx

Por fim voltando a igualdade

/ log(sen(zx))dx = 7T.l0g2+/ log(sen— )da:+/ log(cosg)d:c
0 0 0
/2 /2
7T.l092—|—2/ log(sen(m))dm+2/ log(sen(x))dx
0 0
w/2
= 7r.l0g2+4/ log(sen(zx))dx
0

= 7r.log2+2/ log(sen(x))dx
0

5. Portanto,



ou seja,

/ log(sen(x))dx = m.log2 + 2/ log(sen(x))dr = log(sen(x))dr = —m.log2.
0 0 0

1
1 1 1
Exemplo. 3.13 (OBMU-2005). Mostre que /0 x %dr =14 ) + 3 + b +---?
Solugdo. Usando o fato e* = Z —, segue que:
k!
k=0
1 1 .
/ x %dx = / elnt " dy
0 0
1
_ / efwlnwdx
l
_ / —zlnx) dac
0 k=0
2k
= Inkzdzx
/0 Z i
= kln xdx
- z - / ~inta)a
1
Agora vamos calcular a integral / xk(flnkz)dx. Para isso facamos a mudancga de variavel u = —Inz. Assim,
0

u=—-lnx s xr=¢ " =dr=—e “du.

Note que = = 0 implica que u — 400 e = 1 implica v = 0. Assim,

1 0
/ 2k (—Infz)de = / e Mk (—e " du)
0 oo

_ / uF et B+ g,
0

Agora vamos fazer a mudanga de varidveis v = (k + 1)u. Assim,

dv.

dv:(k+1)du:>du:k+1

1 ]
/ ¥ (—in*z)dx = / uFek+) gy,
0 0
o v \F 1
/O <k+1> © k1™
= A W’U & Ud'U

1 < .
:m/ove dv

Entao,

10



Lembrando que a fungéo I' é definida por I'(t) = / 't "dx e que para t = k + 1 inteiro, segue que I'(k + 1) = k!, segue que
0

1 ](&) by !
E+Dm o 7 T R
| —
=I(k+1)=k!

Assim,

1
/ x %dx
0

Zk'/ —In*z)d

1 K
< k! (k + 1R

k!
< (k4 1)k

HM8 I|M8 |

Fazendo a mudancga de variavel n = k 4 1, segue que

1
/Ox_*dx: Zk'/ lnx T

> k!
=2 (k + 1)k+1

k=0

n=1 nt
B 11 1
= ittt

Exemplo. 3.14. Sejam fyg:]a,b] = R tal que f € continua, g integrdavel e g(x) > 0 para todo x € [a,b]. Mostre que existe

mbtdwg/f dm_ﬂ)Lz@Mm

Solugdo.  Ora, como f é continua e o seu dominio é um intervalo compacto [a,b], segue que existem m, M € R tais que
m < f(z) < M. Por outro lado, como g(z) > 0 para todo x € [a, b], segue que:

m < f(z) < M = mg(x) < f(z)g(x) < Mg(x)

Assim, integrando no intervalo [a, b], segue que:

b b
mo(e) < f(2)g(e) < Mo(e) = [ mo(a)da < [ saial mK/A@ )z =

g(z)dz

o [ st < [ s < [ ot deJ/f oy

a

Como a fungdo f é, por hipdtese, continua no intervalo [a, b], segue pelo teo do valor intermedidrio, que existe ¢ € [a, b] tal que

// é/f f@l%@m

como queriamos demonstrar! L]

Em algumas ocasigdes estamos interessados em calcular limites de espressdes que envolvem uma integral de Riemann. Neste
ponto vale a pena lembrar que nem sempre é possivel “colocar o limite para dentro da integral”Em que condi¢ées podemos
comutar as posi¢oes dos simbolos do limite e da integral? O teorema a seguir oferece uma condigdo suficiente para isso.

11



Teorema. 9 (Convergéncia uniforme). Suponha que para cada inteiro positivo n a fungio fp : [a,b] = R seja integrdvel. Se a
sequéncia de fungoes (fn)n>1 converge uniformente para a fungdio f : [a,b] — R, entdo f é Riemann integrdvel e além disso,

b

b b
nh_)rrgo fn(x)dx:/ nh—>H;o fn(ac)dx:/ f(x)dx.

Exemplo. 3.15. Para cada n € N defina f,(z) = 258t

net+sinx’

(a) Mostre que a sequéncia de fungoes (frn(2))nen converge uniformemente para a fungdo f(x) = e~* no intervalo [0, 1].

1
1
(b) Mostre que lim wdm =1--.

n—oo [o me* 4 sinx e

Solugao.
(a) De fato, para todo = € [0, 1], tem-se que:

n -+ cosw a cosx —e “sinz

2
<=z,
n

ne® 4+ sinx ne® 4+ sinx

(b) Ora, como a sequéncia de fungoes (f,(x))nen converge uniformemente para a fungdo f(x) = e~* no intervalo [0, 1], segue
que:

1 1
lim fn(x)dx:/ lim ST g,
0

n—oo [q n—oo nevt + sin x

1 5
L
0

n—oo ne’ 4 sinx

4 A integral de Riemann e algumas desigualdades

Nesta secao vamos relembrar algumas das principais desigualdades classicas envolvendo a Integral de Riemann.

Teorema. 10 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se f, g : [a,b] = R sdo fungées integrdveis, entdo:

b 2 b b
( / f(x)g(x)dx) < [ Paa [ e

Exemplo. 4.1 (IMC-2022). Seja f :[0,1] = (0,00) uma fungdo integrdvel tal que f(x)f(1 —x) =1 para todo x € [0,1]. Prove
1

que/ f(x)dx > 1.
0

Solucdo. Inicialmente, fazendo a mudanca de varidaveis 1 — z = y, segue que dx = —dy e

/Olf(lx)dx:/olf(l—x)d:c
0

12



Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que:

(/ 1 f(x)dz)2 -/ jf(x)dfr Y fa)d
:/0 f(:c)dx~/0 ﬁdw

([ )
= () =

(/01 f(;z:)da:)2 >1= (/01 f(z)d:c)2 > V1=

Ora, como f(z) > 0 para todo = € [0, 1], segue que

1

| @iz
0

Teorema. 11 (Desigualdade de Minkowski). f,g: [a,b] — R sdo fung¢des integriveis, se p > 1 entdo:

(/ () + gla |de> (/ e |pdx>;+</ab|g<x>pdx>;

Teorema. 12 (Desigualdade de Holder). Se p,q > 1 sdo nidmeros reais tais que % + % =1ef,g:[a,b] = R sao fungdes

integrdvets, se p > 1 entdo: ) )
b b » b 9
| f@hg(a)ds < ( / If(ar)lpdx> ( / |g<x>|de)

Observacao. 4. A desigualdade de de Hélder também pode ser enunciada de forma ligeriramente diferente, a saber: Se
fyg:a,b] = R sdo fungoes integraveis e o e B sdo nimeros reais positivos tais que o+ =1 entdo:

/a @) o) e < < / b f(rv)dx> ) ( / bg(x)dxf .

Corolario. 1. Se f,g,...,h: [a,b] = R sdo fungoes integrdveis e a, B3, ..., A sdo nimeros reais positivos tais que a+p+...+A =1

entao: . . N . 5 . \
[ @Ilg@)” . bfa)Pde < ( / f(z)d:c> ( / g(z)dx> ( / h(x)dx>
3 3

0
Mo )

f(@)dx
0

Portanto,

1
fl@)dx| > 1
0

21:>/1f(m)dx21.
0

Exemplo. 4.2. Qual € o valor mdximo atingido pelo quociente onde f percorre o conjunto de todas as fungoes

continuas e positivas cujo dominio é o intervalo [0, 3.

Solugdo. Aplicando a desigualdade de Holder com p =3 e g = % para as fungoes g(x) =1 e f(x), segue que:

/Osf(a:).ldxﬁ(/OSIf(a:)|3da:)é</03|1|gdx> - </ 1 (x |3dx)

13



Como f é positiva, segue que

3

/Osf(x)d (/ If(z |3dx)é:>(/03f(a:)d:c) g[?)?(/ fla de)] =
flaydr) <9 [ f(a d:z:é(/f dx> <9
([ o) <o [ .

f(z)3da

( /0 3 f(x)dx>3

/ f(z)3dx

0

0 que revela que o nimero 9 é uma cota superior para o quociente . Por fim, note que se f é constante, isto é

f(z) = ¢, com ¢ € R, tem-se que:

( / 3 f(:c)dx>3

o que revela que 9 realmente é o valor maximo atingido pelo quociente ——5———*—. [

| @i

0

1
Exemplo. 4.3. Seja f:[0,1] — (0,+00) uma fungio integrdvel e limitada tal que / f3(x)dx = /2. Prove que:
0

(/01 f5(3c)d:c> (/01 f7(x)dx> (/01 fg(x)dx> > 9.

Soluggo. Pela desigualdade de Holder (coroldrio), seque que:

</01f”<fﬂ>dx)g (/01 1dév> </01 1dw) > /Ol[f”@)]f’»-l@f-l"zfdx = /OlfB(x)dx =3,

=1 =1

revelando que para todo inteiro positivo n, tem-se que:
L 3
([ @) =
0
Assim, tomando n = 5,7 e 9 obtemos:
1 2 1 5
( f5(x)dac)> > V2 ( fs(x)dx)> > (\7/5)3
0
> V2

(/ f(x) d:c) |
(/0 f%@:) > V2 (/O f9(x)d$)>2(\7/§>3

Multiplicando membro a membro as desigualdades acima, segue que:

( Olfs(x)d:z:> < 01f7(x)dx) < Olfg(ar)dx) N <ﬁ>+

14
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Teorema. 13 (Desigualdade de Tchebyshev). Se f, g : [a,b] = R sdo funcdes crescentes integrdveis entdo:

o-a) [ ' fa)o(e)dr > ( / b f(:c)dx) ( / bg(x)dm> .

Exemplo. 4.4. Seja f:[0,1] — R wma fungio continua. Mostre que

( / 1 f(fv)dx>2 </ ' fa)Pde.

Solugao. Aplicando a desigualde de Cauchy-Schwarz aplicada para as fungoes g(x) =1 e f(z), segue que:

</01 1.f(x)da:> < (/01 12da:> </01f(x)2dm> > (/Olf(x)dx>2 < /Olf(x)Qda:.

—_——
Uma outra alternativa seria usar a desigualdade de Tchebyshev, segue que:

-0 [ @iz [ @ [ s [ e ([ f(w)dfff>2 = ([ f(x)dw)2 < [ sara

2

"
Teorema. 14 (Desigualdade de Young). Se f : [a,b] — R é uma fungio crescente continua tal que f(0) =0 entdo:
a b
ab < / f(z)dx —|—/ fl(z)dx.
0 0
5 Problemas propostos
1. (IMC-1994)
b
(a) Sejam f € C[0,b],g9 € C(R) e g com periodo b. Prove que / f(z)g(nx)dz tem limite quando n — oo e
0
b 1 b b
lim f@)g(nx)dx = f/ f(z)dx / g(z)dz.
n—oo Jg b Jo 0
oo T senx
(b) Determine nh—>Holo . TT3cosnr x
1 1— $2
2. (IMC-1995)Seja f uma fungéo continua no intervalo [0, 1] tal que para todo x € [0, 1] temos / ft)dt > . Mostre
T

w| =

que /01 f2(t)dt >

3. (IMC-1995)Suponha que (f)n>1 ¢ umma sequéncia de fungdes continuas no intervalo [0,1] tal que

1 1 sen=m
/0 fm (@) fr(x)dx = {O

sen #m

e sup{|fn(z)|; z€[0,1] en=1,2,...} < 400. Mostre que nio existe uma subsequéncia (f,, )k>1 de (fn)n>1 tal que
klim [, () existe para todo z € [0, 1].
— 00

4. (IMC-1995)Seja F' : (1,00) — R uma fungéo definida por

(12'2
F(m)::/ dt x> 1.

Int’

Mostre que F' é uma a um (é injetiva) e determine o seu conjunto imagem.
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5.

6.

10.

11.

12.

13.

4 sen x

(IMC-1996)Calcule a integral definida / m

—T

dx, onde n é um nimero natural.

(IMC-1996)
(a) Sejam ,b nimeros reais tais que b < 0 e 1+ ax + bx? > 0 para todo = € [0, 1]. Prove que
1

1
—= <0
lim n/ (1+ az + ba*)"dx = S sea '
n—oo +o00 sea>0

(b) Seja f:[0,1] — [0,00) uma fun¢do com derivada segunda continua tal que f”(z) < 0 para todo z € [0, 1]. Supondo

1
que L = lim n/ (f(x))"dx existe e ) < L < +o0. Prove que f’ tem sinal constante e mingeo 17 |f'(x)] = L.
n— oo 0

. (IMC-1998)Seja f(x) = 2x(1 — z),z € R. Definindo f, = fo f...o f.
—_—

n cépias

1

(a) Determine lim fn(x)da.

1
(b) Calcule / fo(x)dz, paran=1,2,....
0

. (IMC-1998)Seja f : [0,1] — R uma fungdo continua tal que para quaisquer x e y no intervalo [0, 1] tem-se que z f(y)+yf(z) <

1.

1
(a) Mostre que / f(x)dx < %
0

(b) Determine uma funcio satisfazendo a condicdo, para a qual a igualdade ocorre.

. (IMC-2000)Seja f : R — (0, 00) uma funcio crescente tal que lim f(z) = oo e f’ é limitada. Seja F(x) = / f(t)dt. Defina
n—oo 0

a sequéncia (a,),>1 definida indutivamente por
1 + 1
ag =1, Qpy1 =a TN
" " flan)

e a sequéncia (b, ),>1 por b, = F~!(n) Prove que lim (a, — b,) = 0.
- n— oo

(IMC-2000)Suponha que o grafico de um polindémio de grau 6 é tangente a uma reta contendo trés pontos A, As e Az, onde
As esta entre A; e As.

(a) Prove que se as medidas dos segmentos A1 As e A; Az sdo iguais, entdo as medidas das dreas das figuras limitadas por
esses segmentos e o grafico do polindomio também sdo iguais.

(b) Sendo k = ﬁf‘zz, e seja K a razdo entre as medidas das areas das correspondentes figuras. Prove que
2 7
k< K < K.
7 2

(OBMU-2001)Para todo real u, seja I(u) = / In(1 — 2ucos z + u?)dz.
0

(a) Prove que I(u) = I(—u) = L1I(u?).

2
(b) Calcule I(u) para todo u € R.

! \/$2+1—|—$—1d
— A Xx
iV +l4x+1

(IMC-2003)Sejam ¢ : [0, 1] — R uma funcio continua e f, : [0,1] — R uma sequéncia de funcdes definida por fo(z) = g(x) e

(OBMU-2002) Calcule

fn+1(:r):é/0 fa@®)dt x e (0,1],n=1,2,....

Determine lim f, () para todo x € (0, 1].
n— oo
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

2z

(IMC-2003)Calcule o limite lim S 4 mym € ).
r—r x
12004
(OBMU-2004)Calcule a integral / dx.
1 1+e®

(IMC-2004) Sejam f,g : [a,b] — [0, 00) fungoes continuas e ndo decrescentes tais que para cada = € [a, b] tem-se que

T x b b
| Viwa< [ Vi [ Viwi= [ Vi
b b
Prove que / V1+ f(t)dt > / V1+g(t)de.

11

dxd

(IMC-2004)Prove que/ / T4y <1
0

o 7 +|lny[ -1

4
(OBMU-2005)Calcule a integral / In(1 + tanz)dz.
0

1 1
(OBMU-2005)Sejam f e g fungoes continuas distintas em [0, 1] em (0, +00) tais que / f(z)dx = / g(x)dx. Para n > 0,
0 0

n+1
seja Y, = / ! ())n dz. Prove que (yn)n>0 ¢ uma sequéncia crescente e divergente.
g\x -

(IMC-2005)Seja f : R — R uma funcdo continuamente diferencidvel. Prove que:

/f 2)dz| < max |f'(x) (/f da:)

(OBMU-2006)Seja f : R — R uma fungdo integravel e crescente. Prove que

Aﬁﬂmmz;AV@mf

1 .
1_1_

/ e-1-z,

1 (Em—l)l‘

(OBMU-2008)Seja @ = [0,1] x [0,1] € R? um quadrado de lado 1 e f : Q — R uma fungda continua positiva. Prove que é

(OBMU-2006)Calcule

possivel dividir @) em duas regides R, e Ry de mesma area, separadas por um segmento de reta, tais que f(z,y)dxdy =
Ry
[z, y)dedy
Ro
(OBMU-2009)Seja f : [0,1] — [0, 1] crescente, derivédvel e inversivel. Se / f(z)dz = / Y (x)dx, prove que existem dois
reais diferentes a e b, 0 < a < b < 1 tais que f’(a) = f'(b) Obs. f~! denota a inversa de f.
3 2
(OBMU-2009)Calcule / - dz.
o (sinz 4+ cosz)cosx

(ICM-2010)Se 0 < a < b, prove que:
b
/ (x? + 1)e_x2dac >0’ gt
a

u+bd >f
u2 +b vy

(OBMU-2015)Mostre que, para todo b > 0, temos I(b) = /
1

17



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

A—o0

A
(ICM-2015)Calcule lim % / A% da.
1

(ICM-2016)Hoje, Ivan o Confessor prefere todas as fungdes continuas f : [0,1] — R satisfazendo f(z) + f(y) > |x — y| para
1
quaisquer z,y € [0, 1]. Determine o valor minimo assumido por / f(x)dx sobre todas as fungoes preferidas.
0
(ICM-2017)Seja f : R — (0, 00) uma fungéo diferencidvel, e suponha que exista uma constante L > 0 tal que

|f'(x) — f'(y)| < Llz — y|, Yo,y € R.
Prove que (f'(z))? < 2Lf(x), Vz € R.

(ICM-2017)Seja f : [0,00) — R uma funcdo continua tal que lim f(x) = L existe (pode ser finito ou infinito). Prove que
n—oo

1
lim f(na)dx = L.

n—oo 0
(ICM-2019)Seja f : (—1,1) — R uma funcdo duas vezes diferencidvel tal que
2f'(x) + xf"(x) > 1, para todo = € (—1,1).

Prove que

Wl =

/11 xf(x)dx >

(ICM-2019)Sejam f, g : R — R fungdes continuas tal que g é diferencidvel. Assumindo que (f(0) — ¢’(0))(¢’(1) — f(1)) > 0.
Mostre que existe um ponto ¢ € (0,1) tal que f(c) = ¢'(c).

Seja f : [0,00) — R uma fungdo continua tal que f(z) # 0 para todo x > 0. Mostre que:
x
(F@)? =2 [ (0t = f@) =, Vo e l0.00)
0

a)Calule as integrais

1 1 401 _ )4
I:/x4(1—x)4dx e J:/ Mdm
0 0

14 22
b)Mostre que é < J<I.

¢)Conclua ue%——< <§_i
e =530 "> 7 T 12600

1
Seja f : [0,1] — R uma fungdo integravel tal que — também é integravel. Mostre que:

([ 108) (] )=

/0 xf(senz)dx = 5/0 f(senz)dx

Se f é continua em [0, 1], mostre que

(OBMU-2019)Seja R o R-espago vetorial formado pelos polindmios com coeficientes reais e de grau no maximo 2. Entao,
sobre a identidade

6
/0 p(z)dx = a.p(0) + B.p(1) + v.p(2)
podemos afirmar:

(a) ela é satisfeita para todo p(x) € Ra, se e 86 se, « = 15,8 = —36,v = 27.

(b) néo existem «, 8,y reais que tornam a identidade verdadeira para todo p(z) € Ra.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

(c) H4 infinitos valores de «, 8, reais que tornam a identidade verdadeira para todo p(x) € Ra.

(d) ela é satisfeita para todo p(x) € Ra, se e s6 se, a« = 10,8 = —16,~v = 12.

(OBMU-2019)Calcule / alCin
) 2o+ er)

(SE]

(OBMU-2019)Determine o valor de /0 % *

(a) %
(b) =
(c) %
(d) =5

1 1 1
Suponha que f :[0,1] — R é uma funcio integravel tal que / f(z)dx = / xf(z)dx = 1. Mostre que / f2(z)dx > 3.
0 0 0

Seja f : [a,b] — R uma fungdo de classe C! tal que f(a) = 0. Mostre que:
b b
/ fA(z)dx < (b — a)z/ f?(x)da.

Suponha que f : [0,1] — R é uma funcdo continua e seja n um inteiro positivo. Prove que existe « € [0,1] tal que

/ 2" f(x)de = Lf(a).
0

n+1

Suponha que ¥ : [a,b] — R admide segunda derivada em [a, b] e que

Mostre que existe uma constante positiva M tal que

/b cos(Ox)(x)dx| < (bieﬂd:c.

(A integral de Frullani) Considere a seguinte integral, chamada de integral de Frullani

- [ Hen =10,

xT

xX.

Assumindo que a,b > 0 e que f : [0,00) — R é continua cujo limite quando x — oo existe e que f(oo) := lim f(z). Mostre

que: /Ooo de = [f(0) — f(o0)]In (b) )

a

Suponha que f : [0, 1] — [0, +00) é diferencidvel em [0,1] e |f/(z)| < M para alguma constante M > 0. Seja

f(=@)
F(z) = / e 2tdt,
0

onde xz > 0. Prove que |F'(x)| < M.
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47.

48.

49.

50.

o1.

92.

53.

o4.

95.

56.

o7.

58.

99.

Seja a uma constante real tal que a € [0, 1]. Determine todas as fungdes continuas nido negativas f definidas em [0, 1] que
satisfazem

1 1 1
do = do = *f(z)dx = a®.
/0 fl@)dz =1, /0 zf(z)dr =a, e /0 z“f(z)dz =a

Sejam f e g duas fungoes reais continuamente diferencidveis no intervalo [a, ], tal que f’ e ¢’ sdo ndo negativas no mesmo
intervalo. Além disso, f ndo é constante e f(0) = 0. Mostre que para 0 < a < b, temos:

a b
F(a)g(b) < / o) f'(@)da + / f(@)g (x)dx

0

(Berkeley) Seja f : [0,+00) — [0, +00) uma fungdo continua, crescente e bijetiva. Mostre que:

a b
/ f(z)dx —|—/ fHx)dx > ab,
0 0

onde a e b sdo dois niimeros reais positivos arbitrarios.

(Leningrado) Sejam f,g : [0,1] — [0, 1] fungdes continuas, onde f é ndo-decrescente. Mostre que:

/0 (o g)(a)de < / ' f(a)da + / (e

b b
Sejam f, g : [a,b] — R fun¢oes continuas tais que f(x) < g(z) para todo x € [a,b]. Se / flz)dz = / g(x)dx, mostre que
f=y
b b b
Dé um exemplo de fungéescontinuas f, g : [a,b] — R tais que / f(x)dx > 0, / g(z)dz > 0, mas / f(@)g(z)dz = 0.

Se f :[a,b] — R é uma fungdo convexa e continua, mostre que:

b

Seja f : (a,b) — R uma fungdo continua, ndo negativa e crescente (respectivamente decrescente). Prove que toda primitiva
de f é estritamente convexa (respesctivamente, estritamente concava).

Seja f : [a,b] — R uma funcdo continuamente diferencidvel tal que f(a) = f(b) = 0. Prove que:

(/ab f(x)de>2 <4 (/abx2f(m)2dm>2 (/jf’(x)de)Q.

(Roménia) Seja F o conjunto de todas as fungdes continuas f : [0, 7] — R tais que

/7T f(x)sinzdz = /7T f(z)coszdx = 1.
0 0

Calcule inffe]:/ f(z)?dx.
0

1
" 1
(Roménia)Dado a > 0, mostre que lim n/ T = log <a + >
0 a

n— 400 " 4+ a
Sejam I C R um intervalo com extremos « e 3, f,gI — (0,+00) fungoes integréveis e p,q > 0 tais que % + % =1. Se
B B B
/ f®)Pdt = / g(t)%dt = 1, mostre que: / f#®)g(t)dt < 1.
« « «

1
(Berkeley)Seja ¢y, : [0,1] — R uma sequéncia de fungdes continuas e ndo negativas tais que 11111 / ¥, (2)dz existe,
n—-—+0oo
0

1
para cada k € Z,. Prove que para qualquer fungdo continua f : [0, 1] — R, o limite liIJIrl / f(@)en(z)dr também existe.
—+0o0 0

n
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

(Putman) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua tal que f(z)z*dx = 0 para todo k € Z, . Prove que f é identicamente
nula.

q q

(Berkeley) Existe uma fungao continua f : [0,1] — R tal que / f(z)xdr =1e / f(z)z*dz = 0 para todo inteiro nio
0 0

negativo k > 17 Justifique a sua resposta.

Seja (an)n>0 tal que ag + a1 +az+...+a, +... =5, com s € R. Definindo

a a an ,n
gt) =ag+ b+ A

1! 2! n!
o0
Mostre que / e tg(t)dt = s.
0

A funcgao de Bessel de ordem 0 é definida por

001 g (3 o (3) -+ i (5

e 1
Mostre que / e t(t)dt = —.
0 V2

(a) Sendo i a unidade imagindria dos niimeros complexos, mostre que:

it —1

Sint_efet_ﬁ 1 t?
t 2t L2 n?m? )’

(b) Usando o item anterior, mostre que / log(1 — 2272 cos2¢p + &~ 1)dxr = 2rsing, 0< ¢ <.
0

Seja f : [a,b] — R uma fungdo integravel limitada inferiormente por uma cota positiva. Mostre que:

b* bo x)dx 1 b
#Sebiafa]gf( )d Sm/ f(x)dx.

Sejam f : [a,b] = R uma fungao integravel tal que m < f(x) < M,Vz € [a,b] e ¢ : [m, M] — R uma fun¢io convexa.

Mostre que:
b b
0 (bfa / f(x)dz> <5 [ e
b

Sejam f,p : [a,b] — R duas fungdes integraveis tais que m < f(z) < M,p(z) > 0,Vz € [a,b] e / p(z)dr > 0. Se

a
¢ : [m, M] — R é uma funcdo convexa, mostre que:

As fungdes f,p: [a,b] — R s@o continuas, p é estritamente positiva e m < f(x) < M,Vz € [a,b]. Se : [m, M] — R é duas
diderencidvel e ¢”(x) > 0,Vz € [a,b], mostre que:

® <bla/abf(x)d:c> < bla/abw[f(x)]dx.

As fungoes f,p: [a,b] — R sdo continuas e estritamente positivas. Se f ndo é constante. Mostre que:

b b
f p(2) f(x)de f p(x) f(x)da
a a

(a) M<e fabp(w)da: < fabp@m
=

a f(@)
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

b p(x) b
fa ?(j) log f(x)dx fa p(xz)dx

<
[ R R

(b) e
fab p(2)(2) log £ ()da
[} @) f(@)dz ce S ror@

(C) f: p(z)dz

Seja f : [a,b] — R uma funcio integrével limitada inferiormente por uma cota positiva. Mostre que a fungdo definida por

b
v(t) = (bla / [f(w)}tdm>

é nao decrescente para todo valor de ¢t. Além disso, calcule o valor de:

1/)(700), 1/)(71% 1/}(0)7 ¢(1)7 ¢(+OO)

Para o cédlculo de ¥(—o00) e ¢(+00) assuma que f é continua.

1
t

Se f,g : [a,b] — R sdo fungdes integraveis, mostre que:

b b b
- / loglf(z) + g(x)dz - / f@)de / log g(x)dz
e a >e a +e a .

Seja f uma funcdo continua, positiva, real de variavel real, com periodo 2w e p : [0,27] — RT uma fungio tal que

/O " DOt + 2t

/0 7 (bt

2 2
e% 0"1ogF(x)dx > e% O"logf(w)dx

é positiva e continua. Além disso, mostre

27
/ p(x)dx > 0. Mostre que a fungao definida por F(x) =
0

que

Sejam f, g : [a,b] — R’ uma funcdes integravéis. Definindo

mostre que:
Mo (f+g) < ou > Mu(f) + Ma(f),

dependendo se v > 1 ou @ < 1.

Sejam a, A, b, B nimeros reais positivos tais que a < A,b < B Se f,g : [a,b] — R sfo fungdes integrdveis tais que
a< f(x) < Ab<g(x) <B, V€ [a,b], entdo

b

[vere [wwpe (/3 @)

b : PR 2
( / f(x)g(o:)d:c>

Seja f : (0,1)°R4, ndo decrescente e nao identicamente nula. Se 0 < a < b e todas as integrais que aparecem a seguir estao

bem definidas, mostre que:
1
B 2 (/ xa+bf(:v)dx)
(i)
/

1 i
atbtl xQ“f(x)dx/ 2 f(z)dx
0

1<

2

< 1.

Além disso, mostre que a igualdade do lado esquerdo ocorre se, e somente se f(x) é uma constante.
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76. (Mathematical Reflections - vol01 - 2019) Seja n um inteiro positivo. Prove que
/ (x—1)(z—2)...(x —n)dz = 0.
1
77. (Mathematical Reflections - vol01 - 2019)Para cada fungéo continua f : [0, 1] — [0, +00), seja

= [ r@)+ 30 (@)

Iy = [ 1@+ onfee

Determine o valor minimo de Iy — J; para todas tais fungdes f.

1
78. (Mathematical Reflections - vol01 - 2019)Seja f : [0,1] — R uma fungdo diferencidvel tal que f(1) =0e / 2" f(x)dx = 1.
0

Prove que
1
/ (f'())%dx > (2n + 3)(n + 1)
0
Quando ocorre a igualdade?

z(x +1)(4dx — 5)

dx.
¥ +x—1 v

79. (Mathematical Reflections - vol02 - 2019)Calcule /

80. (Mathematical Reflections - vol03 - 2019) Sejam f : [0,1] — (0, +00) uma fung¢io continua e A o conjunto de todos os inteiros
positivos n tais que existe um nimero real z,, tal que le fdt = % Prove que o conjunto {wn}neA é uma sequéncia

infinita e determine lim n(x, —1).
n—00

81. (Mathematical Reflections - vol03 - 2019) Sejam |z] a fungdo piso e k > 3 um inteiro positivo. Calcule / %daz.
0

b
N t
82. (Mathematical Reflections - vol04 - 2019)Sejam a e b nimeros reais positivos. Calcule / AT .

a-"b T

1
83. (Mathematical Reflections - vol04 - 2019)Calcule / (223 — 32° 4 2)*1%dx.
0

84. (Mathematical Reflections - vol05 - 2019)Seja f : [0,1] — R uma fungdo definida por

f(z) = zarctanz — In(1 + z?).

1 3
Prove que / f(z)dx > 3/ f(z)dz.
1 0

2
85. (Mathematical Reflections - vol06 - 2019)Calcule /xi—'_ldm
@+ 1)va

1
1
86. (Mathematical Reflections - vol01 - 2020)Calcule / dx.
( ) 124 Vat a2

xsinx

2021 + dsinZz

87. (Mathematical Reflections - vol01 - 2020)Calcule /
0

88. (Mathematical Reflections - vol02 - 2020)Considere o polinémio P(z) = x5 + 42° + 8z* + 1223 + 1622 + 16z + 8. Calcule

T 29+ 16z
/o P P(—0) ™

89. (Mathematical Reflections - vol03 - 2020)Seja f : (0,00) — (0, 00) uma fungdo continua. PAra cada inteiro positivo n denote

tn+1
tn :=n{/n. Calcule / f (x) dx.
tn

n
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2
1 3t
90. (Mathematical Reflections - vol04 - 2020)Calcule / n arctan mdt.
0

L \d/l—kx—\“/l—x
W1+x+31—x

91. (Mathematical Reflections - vol05 - 2020) Calcule

2
92. (Mathematical Reflections - vol05 - 2020) Calcule / (1+Inz)x"dx.
0

93. (Mathematical Reflections - vol06 - 2020) Calcule /1’ (Vi+z+V1-2z)de

—2221lnx

94. (Mathematical Reflections - vol06 - 2020) Calcule dx
( ) VI 22(zt — 22 1 1)

1 z n
95. (Mathematical Reflections - vol01 - 2021) Seja n um inteiro positivo. Calcule 1ir% T ( / et dt — x) dzx.
z—0 ™ 0

4e
d 90
96. (Mathematical Reflections - vol01 - 2021) Prove que /e 2 —xln2 31 ln2e+ TR
. : P da . o o
97. (Mathematical Reflections - vol02 - 2021) Calcule / ————, onde n é um inteiro positivo.
o l-+tan"2x
: . P 2?41
98. (Mathematical Reflections - vol03 - 2021) Calcule 27_|_1(i:z:7 em termos de a e bonde a < 0 < b e {t} denota a
o l22—2

parte fracionaria de t.

3
99. (Mathematical Reflections - vol03 - 2021) Calcule / ze®(Inz + 1)dz.
2

2
1 t
100. (Mathematical Reflections - vol04 - 2021) Calcule / n arctan 37dt.
0

t2+4
“ tan™!
101. (Mathematical Reflections - vol05 - 2021) Seja a > 2 um ntimero real. Calcule / dx.
o ar?—axr+a-—1
1 X

102. (Mathematical Reflections - vol06 - 2021) Calcule / (x + > < _da.

dx ) \Jx

V-1 )
103. (Mathematical Reflections - vol03 - 2022) Mostre que / (23 + x)e™™ dx < In2.

0

104. (Mathematical Reflections - vol03 - 2022)Seja n um inteiro positivo. Calcule / ' |Vz| dz, onde |a| denota a parte inteira
de a. '

105. (Mathematical Reflections - vol03 - 2022)Seja f : [0, +00) — [0, +00) uma fungio diferencidvel tal que f(z)ef(*) = 2, para
todo = > 0.Calcule /06 f(z)de.

° 1
106. (Mathematical Reflections - vol04 - 2022)Calcule / ne dzx.
0

l+z+ 22+ a3+ a4+ 25

107. (Mathematical Reflections - vol04 - 2022) Se a,b > 0, calcule lim 7/
( ) e ¢apﬁ1*

1 (.m 2
—1)In(1 2
108. (Mathematical Reflections - vol04 - 2022) Se f(m) = / (@ JIn(l + x)d:r, calcule lim <7T — Sf(m)).
0

zlnx m—oo \ 9m 2m?2
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109. (Mathematical Reflections - vol06 - 2022) Seja f : R — R uma funcdo continua tal que f(z) > 2z para todo x € [0, 1]
Denotando

1 1
Iy = / zf(z)?dr eI, = / 23 f(x)dz.
0 0
Determine o valor minimo de Iy — 31,.
110. (Mathematical Reflections - vol06 - 2022) Se n é um inteiro positivo determine o valor de

/Ooo 2l li (Z) (—1)" cos <x + k;)

k=0

dx.
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