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) Problemas de Anélise e Teoria dos Numeros:

1) Prove que existe « >1 tal que {a"}za" —[a”]e@,%j e [a"] € par se e somente se n

é primo, para todo inteiro positivo n.

Nota: [x] € o Unico inteiro tal que [x]<x<[x]+1.
2) a) Seja A={n natural | n ndo tem O em sua representacdo decimal}. Prove que

b) Prove que L.

p_ primo p
c) Prove que qualquer sequéncia finita de digitos aparece na representacdo decimal de
infinitos nUmeros primos.

3) Sejamc e Q, f(x) = x*+c. Definimos f%(x) =x, f""™(x)= f(f"(x)),neN.
Dizemos que x e R é pré-periédicose { f"(x) | n e N} éfinito.
Mostre que {x € Q | x € pré-peri6dico} é finito.

4) Sejam a e b inteiros positivos tais que a" — 1 divide b" — 1 para todo inteiro positivo n.
Prove que b =a“paraalgumk e N.

5) a)Prove que existe n e N tal que os 2002 primeiros digitos de 2" sdo iguais a 1.

b)Prove que existe n e N tal que os 2002 primeiros digitos de 2" sdo iguais a 1 e 0s
2002 primeiros digitos de 3" sdo iguais a 2.

Sugestao: Veja o apéndice do artigo “Propriedades estatisticas de fragdes continuas e aproximagdes
diofantinas”, de Carlos Gustavo Moreira, publicado na Revista Matematica Universitaria n® 29,
pp. 125-137 (ou em www.impa.br/~gugu/khintchine.ps).

6) a) Seja P(x) um polindmio de grau n com coeficientes inteiros e seja « € R\ Q tal que
P(a) =0. Prove que existe ¢c>0 tal que | — p/q|>c/q" para quaisquer p,qeZ,q>0.

b) Prove que « :Zin,
n=0 10 .

nulo P(x) de coeficientes racionais com P(«)=0.

¢ transcendente, i.e., ndo existe nenhum polinémio ndo

7) Prove que, paratodo « € R, limsupcos” (na) =1.

N—o0


http://www.impa.br/~gugu/khintchine.ps)

II) Problemas relacionados ao teorema de Baire:

Dizemos que Ac R" é aberto se, para todoX € A, existe € >0tal que |[y—X|<xe=>YyeA.

Dizemos que F —R" é fechado se R"\F ¢ aberto. Dado X cR" e Y < X, dizemos que Y é
densoem X se Vxe X,Ve>0,3yeY,|y—x|<e.

1) Prove o teorema de Baire: se FcR" e fechado, A —R" € aberto e A, nF é denso
em F,vkeN, entdo [|A nF édensoem F.

keN
2) Prove que néo existe f:R—R derivavel cuja derivada seja descontinua em todos 0s

pontos.

3) Prove que ndo existe f:R-—>R que seja continua em todos os pontos de Q e
descontinua em todos os pontos de R\Q.

4) Prove que ndo existe uma sequéncia de funcBes continuas f, f,, f,,....R —Rtal que
lim f (x) =1 paratodo xeQ e lim f_(x) =0 paratodo xe R\Q .
n—w n—o0

6) Seja f:R — R uma funcdo infinitamente derivavel tal que, para todo xeR, existe
neN tal que a n—ésimaderivada f™(x)=0.Prove que f éum polindmio.

|1) Problemas Diversos:

1) seja K< R"limitado (i.e, existe R>0 tal que | <R,VxeK) e f:R—>R uma
funcdo sobrejetiva tal que |f(x)—f(y)|<[x—y|,vx,yeK. Prove que fé uma
isometria, i.e, |f(x)— f(y)|=|x-y VX, yeK.

2) Sejam X;,X,,...,X, >0.Para cada 1<k <n,definimos a k —ésima média simétrica de

n
X3 Xg 1een Xy POF Sk(xl,...,xk):k\/ DX X X /(k}

I<ij<ip <. <i<n

Prove que S;(X;,..., X,) =S, (X, ey X, ). 2 S, (X, 1., X,, ), Valendo a igualdade em
alguma dessas desigualdades se, e somente se, X, =X, =...=X,.
3) (XXIV OBM - Nivel U) Dado x € R, definimos In,(x)=x e, paracadak € N, se In, (x) >0,
definimos In,, (x) =In(In, (x)),onde In é o logaritmo natural.

Dado n inteiro positivo, definimos k(n) como o maior k tal que In,(n)>1, e a, como
k(n)

Hln ((n)=n-In(n)-InIn(n)-...-In, ., (n).

o0
Diga se a série ) — converge ou diverge.

n=1 %p



4) (V OIMU) Prove que existem fungdes continuas a,,a,, a;,..:[0,1] — (0,+o0) tais que

i) D" a,(t) <+, vt e[01].
n=1
i) Para toda sequéncia (bn) de termos positivos com an <+ existe te[0]] tal que
n=1
b

im ——=0.
n—>+ooan(t)

9) (IV OIMU) Seja f :R — R uma fungéo continua e periddica tal que a desigualdade f(x)>0
tem pelo menos uma solugéo.

a) Demonstrar que existe um inteiro a>2 tal que o sistema infinito de desigualdades

f(@*x)>0,k=0212,...
tem pelo menos uma solug&o.

b) Demonstrar que existe um inteiro b>2 tal que o cardinal do conjunto de solugdes do sistema
infinito de desigualdades

f(b*x)>0,k=012,...
é igual ao continuo.
Nota: Dizemos que um conjunto X tem cardinal igual ao continuo se existe uma bijecao
f : X —[0]] entre X e o intervalo [01]]cR.

6) (Il OIMU) Em um plano se move de qualquer maneira um ponto ( um porco) com velocidade
ndo superior a 1 km/h, descrevendo uma curva continua 1:[01]—R?,onde [01] é um

intervalo de tempo de um hora. Sabe-se que o porco se encontra inicialmente em um
quadrado de lado de 8 km. No centro deste quadrado se encontra um deménio da Tasmania
cego que ndo pode saber a posicdo do porco, porém pode mover-se com qualquer

velocidade. Encontrar um curva continua »:[0,1]— R? ( o caminho percorrido pelo demdnio
da Tasmania) tal que em algum momento de tempo t €[0,1] se obtém a igualdade A(t)=(t),

isto €, o deménio da Tasménia pega o porco independente do caminho que este ultimo
escolha.

7) Dizemos que a>0 é corda universal se, para toda fungdo continua f:[0,1]] >R com
f(0) = f (L) existem x,ye[01] com |[x—y|=ae f(x)= f(y). Determine todas as
cordas universais.

8) (XIX OBM — Sénior) Seja f uma funcdo do plano no plano que satisfaz

d(P,Q)=1=d(f(P),f(Q)) =1 para todos os pontos P e Q do plano. Mostre que
d (f (P), f(Q)) =d (P, Q) para todos os pontos P e Q do plano.

Obs.: d (X,Y) denota a distancia entre X e Y.



