Seqiiéncias Recorrentes

CARLOS GUSTAVO MOREIRA

IMPA

Seqiiéncias recorrentes sao seqiiéncias xg, r1, T2,... em que cada termo é determinado por
uma dada fungao dos termos anteriores. Dado um inteiro positivo k, uma seqiéncia recorrente
de ordem k é uma seqiiéncia em que cada termo é determinado como uma funcao dos k termos

anteriores:

Toik = f(@nik-1, Tnak—2, -y Tnt1,Tn), VneN

Com essa generalidade, o estudo geral de seqiiéncias recorrentes se confunde em larga me-
dida com a teoria dos Sistemas Dinamicos, e o comportamento de tais seqiiéncias pode ser
bastante cadtico e de descricao muito dificil, mesmo qualitativamente. Um caso particular

muito importante ocorre quando a funcao f é linear: existem constantes cy, ¢, ..., ¢, com
Tptk = ClTngkh—1 T C2Tpyk—2 +++ + Ty, Vn €N

Tais seqiiéncias sao conhecidas como seqiiéncias recorrentes lineares, e generalizam simultanea-
mente as progressoes geométricas, aritméticas e os polinomios. Estas seqiiéncias serao o objeto
principal dessas notas. Nao obstante, algumas recorréncias nao-lineares serao consideradas,
como a recorréncia T,,; = x> — 2, que tem grande interesse do ponto de vista de sistemas

dinamicos e por suas aplicagoes a teoria dos nimeros.

Essas notas, adaptadas do texto de um mini-curso dado pelo autor na II Bienal da SBM, sao
inspiradas no excelente livreto ”Seqiiéncias Recorrentes”, de A. Markuchevitch, publicado na
colecao ”Iniciacao na matematica”, da editora MIR, no qual o autor aprendeu bastante sobre o
tema no inicio de sua formagao matematica. A secao 4, onde é deduzida a férmula para o termo
geral de uma seqiiéncia recorrente linear, é adaptada do artigo "Equacoes de recorréncia”’, de

Héctor Soza Pollman, publicado no nimero 9 da revista Eureka! (de fato, o artigo original



submetido a revista enunciava esta féormula sem demonstracao, a qual foi incluida no artigo

pelo autor destas notas, que é um dos editores da Eurekal).

1 — Seqiiéncias recorrentes lineares:

Uma seqiiéncia (x,)neny € uma seqiiéncia recorrente linear de ordem k (onde k é um inteiro

positivo) se existem constantes (digamos reais ou complexas) ¢, ca, . . ., ¢ tais que
k
Tntk = E CiTnik—j = C1Tnik—1 + C2Tpyg—2 + -+ ChTn, VnEN
J=1

Tais seqiiéncias sao determinadas pelos seus k£ primeiros termos zg, 1, ..., Tg_1.

Os exemplos mais simples (e fundamentais, como veremos a seguir) de seqiiéncias recorrentes
lineares sao as progressdes geométricas: se x,, = a - ¢" entdo T,1 = qx,, V n € N, donde (x,,)

é uma seqiiéncia recorrente linear de ordem 1.

Se (z,) é uma progressao aritmética, existe uma constante r tal que x,11 —x, =7, Vn € N,
donde 90 — Tpi1 = Tyt — Ty, V1 € N, e logo Tpy0 = 22,41 — Ty, V 1 € N, ou seja, (z,) é

uma seqiiéncia recorrente linear de ordem 2.

Se x, = P(n) onde P é um polinémio de grau k, entdo (z,) satisfaz a recorréncia linear de

ordem k + 1 dada por

k
(E+1
Tntk+1 = Z(—l)J <j 4 1)$n+kj, vV néeN. (*)
j=0

Isso ¢ evidente se k = 0 (isto é, se P ¢é constante), pois nesse caso (*) se reduz a x,1 = T,

vV n € N, e o caso geral pode ser provado por inducao: se P é um polinémio de grau k > 1

entdo Q(z) = P(x + 1) — P(z) é um polindémio de grau k — 1, donde y,, = z,41 — x, = Q(n)
k

k

satisfaz a recorréncia y,,x = > (—1) (j+1)yn+k,1,j, V n € N, donde

=0

k—1

(k

Tntk+1l — Ttk = § (_1)J (] + 1) (xn—l—k—j - xn+k—j—1)7 Vne N7
=0
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J=0 J=0

Um outro exemplo é dado por seqiiéncias do tipo z,, = (an + b) - ¢", onde a,b e ¢ séo
constantes.  Temos que Z,y1 — qr, = (a(n + 1) + b)¢g"™ — glan + b) - ¢ =
= ¢"a(n +1) +b— (an + b)) = ag™™! é uma progressdo geométrica de razao ¢, e logo
Tpio2 — qTpi1 = q(Tpy1 — qT,), donde z, 19 = 2T 1 — ¢°T,, ¥V n € N, e portanto (z,,) é uma

seqiiéncia recorrente linear de ordem 2.

Vamos agora considerar a famosa e popular seqiiéncia de Fibonacci, dada por ug = 0, u;y = 1
€ Upio = Upi1 +Up, V n € N. Seus primeiros termos sao ug =0, uy =1, up = 1, ug = 2, ug = 3,
us =5, ug = 8, uy = 13, ug = 21,... . Mostraremos na préxima se¢ao como achar uma férmula
explicita para seu termo geral u, em funcao de n, o que serd generalizado para seqiiéncias

recorrentes lineares quaisquer, e veremos algumas de suas propriedades aritméticas.

Antes porém, concluiremos esta secao com alguns fatos gerais sobre seqiiéncias recorrentes

lineares, que serao uteis nas segoes subsequentes.

O conjunto das seqiiéncias que satisfazem uma dada recorréncia linear

k
Tntk = E CiTntk—j, VneN

j=1

é um espago vetorial, isto é, dadas duas seqiiéncias (y,) e (z,) que satisfazem esta recorréncia
k

k
(ou seja, Ynik = D Ci¥Yntk—j € Znik = 2 CiZnik—j, ¥V 1 € N) e uma constante a, a seqiiéncia
j=1 7j=1
k
(wy,) dada por w,, = y, + az, satisfaz a mesma recorréncia: w1 = Y ¢jWpik—j, V1 € N.
Jj=1

E bastante usual, dada uma seqiiéncia (z,), estudar a seqiiéncia obtida pela soma de seus

n primeiros termos s, = Y xx. Se (z,) é uma seqiiéncia recorrente linear, (s,) também é.
k<n
k
De fato, Spi1 — S = Y, Tk — 2, Tk = Tpt1, V0 € No Se Ty = Y. ¢jTpik—j, temos
k<n+1 k<n 7j=1



k
Sntk+1 — Sntk = Z Cj(5n+k+1—j - 5n+kfj)> vV n €N, donde
Jj=1

k—1 k+1

Sntkt1 = (14 ¢1)Snqk + E (Cj41 — €j)Snth—j — CkSp = E diSpyht1—i
=1 i—1

ondedy =1+4¢,di=c¢;i—c¢i 1 para2 <i<kedy =—c, VneN, e portanto (s,) é uma

seqiiéncia recorrente linear de ordem k + 1.

2 — A seqiiéncia de Fibonacci:

A sequiéncia de Fibonacci é definida por ug = 0, u; = 1 € Upyo = Upyq + Uy, Vo € N.
Queremos achar uma férmula explicita para u, em funcao de n. Para isso usaremos uma
idéia que sera bastante 1til também no caso geral: procuraremos progressoes geométricas que
satisfazem a mesma recorréncia que (u,): se , = a-¢" com a e ¢ nao nulos satisfaz x, o =
Tpi1+Tn, Vn €N, teremos a-¢"? =a-¢"" +a-¢" =a-q*(qg+1), donde ¢> = ¢+ 1. Temos

assim dois valores possiveis para ¢: as duas raizes da equacao ¢> — ¢ — 1 = 0, que sdo 1*—2\/5

n
e 1_—2\/5 Assim, seqiiéncias da forma a (1+2‘/_) e da forma b (%) satisfazem a recorréncia
1+V5 1-v5\" < <
acima, bem como seqiiéncias da forma vy, = a ( u ) +b <_T) , pela observagao da secao
anterior.
Basta agora encontrar valores de a e b tais que yp = 0 e y; = 1 para que tenhamos y,, = u,

para todo n (de fato, terfamos yo = ug, y1 = u; e, por indugao se k > 2 e y, = U,, para todo

n < k, temos Yy = Yp_1 + Yk—2 = Ug_1 + Up_o = ug). Para isso, devemos ter:

a+b=0
a(1+*/_> +b<i> =1

ot

e portanto a = Leb= —%. Mostramos assim que

1+5 1-V5\"
3 () e

&




E curioso que na féormula do termo geral de uma seqiiéncia de nimeros inteiros definida de

modo tao simples quanto (u,) apare¢am nimeros irracionais.

Provaremos a seguir uma identidade 1til sobre ntimeros de Fibonacci:
Proposicao: upin = Unly_1 + Uiy, ¥V m,n € N, n > 1.

Prova: Sejam ¢, = Umin € Zm = Uplp_1 + Upi1t,. Temos que (y,) e (z,) satisfazem a
Tecorréncia Ty o = Tpi1+x,, v n € N. Por outro lado, yg = un, y1 = Upi1, 20 = 0-tup_1+1-u, =

Up=1Yo ez =1 U1+ 1 u,=u,1 =y, e portanto, como antes, z, = y,, Vv n € N. [ |

Podemos usar este fato para provar o seguinte interessante fato aritmético sobre a seqiiéncia
(un), que pode ser generalizado para as chamadas seqiiéncias de Lucas, as quais sao tteis para

certos testes de primalidade:
Teorema: mdc(Um, Un) = Umde(mn), ¥ M, 1 € N.

Prova: Observemos primeiro que mdc(uy,, un,41) = 1,V n € N. Isso vale paran = 0 pois u; = 1
e, por indugao, mdc(up 1, Upto) = mde(Upi1, Unt1 + Up) = mde(upi1,u,) = 1. Além disso, se
m = 0, mdc(Up, u,) = mde(0,u,) = Up = Umde(mn), V7 € N, e se m = 1, mde(up, u,) =
mde(l,u,) =1 = w = Umde(mn), VM € N. Vamos entao provar o fato acima por indugao
em m. Suponha que a afirmagdo do enunciado seja valida para todo m < k (onde k > 2
é um inteiro dado) e para todo n € N. Queremos provar que ela vale para m = k e para
todo n € N, isto é, que mdc(ug,Un) = Umde(k,n) Para todo n € N. Note que, se n < F,
mdc(ug, ) = mdc(ty, Uk) = Umde(nk) = Umde(kn), POr hipdtese de indugdo. Ja se n > k,
Up = Un—k)+k = Un—kUk—1 + Un_k11Uk, € logo mde(ug, up) = mde(ug, Un—pUp—1 + Un_pr1Us) =

mdc(uk: unfkukfl) = mdc(uk: unfk) (pOiS de(Uk, uk*l) = ]-) = umdc(k,n—k) = umdc(k,n)' n



Corolario: Se m > 1 e m é um divisor de n entao u,, divide u,. Além disso, se m > 3 vale a

reciproca: se u,, divide u,, entao m divide n.

~ . . 2
3 — A recorréncia x,1; = x; — 2

Consideremos as seqiiéncias (z,)en de niimeros reais que satisfazem a recorréncia ,,1 =
72 — 2, Vn € N. Suponha que zyp = a + a~! para um certo « (real ou complexo). Entao
podemos provar por inducdo que z, = a®" + a~?", V n € N. De fato, se vale a férmula para

T, teremos

n _on n+1
Tpp =22 —2= (" +a ) -2=a?

Lo+ /ngél
—s € R.

_2n+1 2n+1 _2n+1
= + a .

+2+a —2=«

Se |xo| > 2, temos 79 = a + @~ para a =

Se |zg| < 2, vale a mesma férmula para «, mas nesse caso o é um nimero complexo de

, . ; . n; _ong
métulo 1, e pode ser escrito como a = € = cos + isen . Nesse caso, x, = 2" 4 72" =

(cos(2"8) + isen(2"0)) + (cos(2"8) — sen(2"0)) = 2 cos(2").

Podemos ver isso de outra forma: se |zo| < 2, escrevemos x = 2cosf, com 6 € [0,].
Podemos mostrar entao por inducéo que x,, = 2cos(2"0), para todo n € N. De fato, z,,1 =
z2 —2 = 4c0s?(2"0) —2 = 2(2 cos?(2"0) — 1) = 2 cos(2"10), pois cos(2z) = 2cos?’z—1,V z € R.
Podemos usar esta expressao para obter diversos tipos de comportamento possivel para uma
tal seqiiéncia (x,). Se zg = 2cosf e 6/m é racional e tem representacao bindria periédica de
periodo m entao (x,) = (2cos(2"0)) é periddica de periodo m. Por outro lado, podemos ter

zo = 2cos onde /7 tem representacao bindria como
0,0100011011000001010011100101110111...

em que todas as seqiiéncias finitas de zeros e uns aparecem em algum lugar (isso acontece para
a “maioria” dos valores de 6).
Nesse caso, a seqiiéncia (z,,) = (2cos(2"0)) é densa em [—2,2], isto é, qualquer ponto de

[—2, 2] pode ser apromado por elementos de (z,), com erro arbitrariamente pequeno.



No caso em que z é um inteiro, a seqiiéncia (z,) pode ter propriedades aritméticas muito
interessantes. Em particular, se 2o = 4 (e logo =, = (2 + v/3)?" + (2 —v/3)?", ¥V n € N) vale o
famoso critério de Lucas-Lehmer para testar a primalidade de nimeros de Mersenne: se n > 3
entdao 2" — 1 é primo se e somente se 2" — 1 é um divisor de z,,_» (por exemplo, 2> —1 =7 é

primo e é um divisor de x3_ 1 =z =22 —2 =42 -2 =14).

Exercicio: Seja xy > 3 um inteiro impar.
i) Prove que se p é um nimero primo entao existe no maximo um valor de n € N tal que p
divide z,,.

ii) Prove que se p é um fator primo de z,, entao p > n.
Sugestao: Considere a seqiiéncia z,(mod p).

Esse exercicio pode ser generalizado para outras recorréncias. Nesse caso particular da
recorréncia &, 1 = x% — 2 é possivel mostrar um resltado mais forte: se p é um fator primo
de z,, entao p > 2"*2 — 1 (note que quando p = 2¢ — 1 é primo, com ¢ > 3 en = q — 2,

vale a igualdade p = 2""2 — 1 e p|z,, pelo critério de Lucas-Lehmer enunciado acima).

4 - Formulas gerais para seqiiéncias recorrentes lineares:

Considere a equacao
AgTpik + O 1Tpik—1 + -+ aox, =0, n=>0 (2)

em que ag,...,a; sao constantes, e os valores de z; sao conhecidos para ¢ = 0,...,k — 1.
Supondo que a equagao (2) admite uma solucao do tipo: x, = A", em que A é um parametro,

e substituindo em (2) temos

AN £ AR g\ = 0.

7



Dividindo por A", obtemos a equagdo caracteristica associada a equagao (2)
ar A"+ ap A4+ apA’ = 0.

Vamos mostrar que se esta equacao tem as raizes complexas Aq,..., A, com multiplicidades
ag,ag,...,a, € N, respectivamente, entdao as solugoes de (2) sdo exatamente as seqiiéncias
(x,) da forma x, = Q1(n)A\} + Q2(n)A5 + -+ - + Q-(n)A?, onde @, ..., Q, sdo polindémios com

grau(Q;) < a;, 1 < i <r (em particular, se A\; é uma raiz simples entdo @); é constante).
Seja P(z) = apz® + ax_12* 1t + - - - + ap um polinémio.

Definicao: Dizemos que uma seqiiéncia (z,)n,en satisfaz a propriedade Rec(P(x)) se

ATpik + Qg 1Tpig—1 + -+ agr, =0,V n € N. Nao é dificil verificar os seguintes fatos:

i) Se (z,) e (yn) satisfazem Rec(P(x)) e ¢ € C entdo (z,) = x,, + cy, satisfaz Rec(P(z)).

ii) Se Q(z) = bx" + b2 ' + -+ 4+ by e (z,) satisfaz Rec(P(z)) entdo (z,) satisfaz

Rec(P(z)Q(z)) (isso segue de Y bj(apTnijik+ak—1Tntjtk—1+- - +aoTny;) =0,V n €N)
=0

iii) (x,) satisfaz Rec(P(z)) se e s6 se (y,) = (x,/A\") satisfaz Rec(P(Az)) (substitua z,; =
k

A"y yjem ) ajrng = 0).
J=0

iv) Se s, = Y x) entdo (z,) satisfaz Rec(P(z)) se e s6 se (s,) satisfaz Rec((x — 1)P(z))

k=0
n

(escreva Tpiji41 = Sptj+1 — Sptj € substitua em ) a;x,4j41 = 0).
Jj=0

Por iii), para ver que, para todo polinémio @Q(x) de grau menor que m, x, = Q(n)\"
satisfaz Rec((z — A\)™), basta ver que (y,) = (Q(n)) satisfaz Rec((z — 1)™), o que faremos por
indugao. Isso é claro que m = 1, e em geral, se z, = Yps1 — Yo = Q(n + 1) — Q(n), como
Q(z) = Q(z+1) — Q(x) tem grau menor que m — 1, (z,) satisfaz Rec((z — 1)) (por hipétese
de indugdo), e logo, por (iv), (Y;) satisfaz Rec((x — 1)™). Essa observagao, combinada com ii)
e i), mostra que se P(z) = (z — A\))*(x — A)®2(z — X2)*2... (z — \)?, e grau(Q;) < o; para
1 <i<rentdo x, = i:lQi(n))\? satisfaz Rec(P(z)).



Para ver que se (z,) satisfaz Rec(P(z)) entdao z, é da forma acima, usaremos indugao

novamente.

Supomos A; # 0 e tomamos y, = ,/A}, Zn = Yn+1 — Yn, para n > 0.

Por iii) e iv), z, satisfaz Rec(P(\x)/(z — 1)) e, portanto por hip6tese de indugao, z, =
Q1(z) 4+ Qa(z) A /X)) + - -+ Qr(2) (M /A1), onde grau(Q;) < o, para 2 <i < r e grau(Q;) <
a; — 1.

Para terminar a prova, vamos mostrar que se existem polindmios P, P, ..., P, tais que
Ynt1 — Yn = Pi(n) + Po(n)By + -+ + Pe(n)B; (onde 1,0, ...,k sdo complexos distintos e
P, #0,V > 2) entao y, = pl(n) + Pg(n)ﬂg ot pk(n)ﬁ,?, onde Py, ..., P, sdo polindmios
com grau P, = grau P, para i > 2 e grau P, = grau P, + 1, por inducéo na soma dos graus dos

polinomios P;, onde convencionamos que o grau do polinomio nulo é —1.
(no nosso caso temos (3; = A;/\1, e como z, = ATy, o resultado segue imediatamente).

Para provar essa afirmacao observamos inicialmente que, se a soma dos grau de P; é —1,

entao y,+1 — Yy, =0, V n, e logo, vy, é constante. Em geral, consideramos 2 casos:

cmnm+1

m+1

a) Pi(1) = cpnZ™ + 1™ L+ -+ + ¢, ¢ # 0. Nesse caso definimos 7, = vy, —
temos Yni1 — Un = @Q1(n) + Pa(n)B} + -+ - + Pr(n)Fy, com grau(Q) < m. Por hipétese de

inducao, 7, (e logo y,) é da forma desejada.

_dentAp

b) Py(z) = dsz® + ds_1257 ' + -+ + dy, ds # 0. Nesse caso, definimos g, = y, = €

temos fusr — Gn = Po(n) + Q)3 + Po(n)i + -+ + Pu(n)By, com grau(Q) < s. Por

hipétese de indugao, 7, (e logo y,) é da forma desejada. [

Vimos na primeira parte da demonstracao acima que (z,,) satisfaz Rec(P(x)), onde P(z) =
(x — M) (x — X)) ... (z — ) sempre que z, = Q1(n)A} + Q2(n)\y + -+ + Q.(n)\",
onde Q1,Qs,...,Q, sdo polindmios com grau(Q;) < «;, V j < r. Vamos apresentar um ar-
gumento alternativo, motivado por conversas do autor com Bruno Fernandes Cerqueira Leite,

para mostrar que todas as seqiiéncias que satisfazem as recorréncia sao dessa forma.



Cada polinémio Q;(n) tem «; coeficientes (dos monoémios cujos graus sao 0,1,2, ..., a; —1).
Como o espago vetorial das seqiiéncias que satisfazem Rec(P(z)) tem dimensao grau(P(z)) =
T
> a;, basta ver que ha unicidade na representagao de uma seqiiéncia na forma cima. Para isso,
i=1
devemos mostrar que, se Ai, Ao, ..., A, sao numeros complexos distintos e Q1,Qo,...,Q, sao

polinémios tais que Q1(n)A} + Q2(n)A5 + -+ + @, (n)A} =0,V n € N, entao Q; =0,V j <r.

Vamos supor por absurdo que nao seja assim. Supomos sem perda de generalidade que,
para certos s et com 1 < s <t <7, |A|=|N|>[N], Vi<t j>t, egrau(@Q) = grau(Q;) >

grau(@,), se i < s < j <t. Se os polindmios (); nao sao todos nulos, temos @; nao nulo. Seja
Qi (m)y

dyn
na\}

d o grau de Q. Se |)j| < |A1| entdo lim =0, e se |\| = |A\1] e grau(Q) < d, também
n—oo

dyn
na\}

temos ILm QX — 0. Portanto, se Qi1(M)AT + Qa(n)Ay + -+ + Q(n)A} = 0,Vn € Neo

coeficiente de n? em Q; é a; para i < s, dividindo por n¢\? e tomando o limite, temos

donde

1</ 0\
:a/1+ Z ai.’,}l_{Ioloﬁk:]- ()\_1>
(1 (Ai/ M) — (Ai/Al)) —a

pois, para 2 < i < s, A\;/A\; # 1 é um complexo de médulo 1, donde

’ (Ai/2)" = (Ni/ M)
(Ai/A1) —1

2
— N/ A1) = 1)

e logo

1AM = (/)
i (M) o

Entretanto, isso é um absurdo, pois grau(Q;) = d, e logo a; # 0.

n—oo N

10



Exemplo: z, = sen(na) satisfaz uma recorréncia linear. De fato,
Tnt1 = sen(na + ) = sen(na) cos a + cos(na) sen v =

Tpio = sen(na + 2a) = sen(na) cos 2a + cos(na) sen 2a0 =

sen 2a
sen a

sen 2«
sen o

= Tpig — Tny1 = (cos2a — COS )Ty, OU seja,

Tpio = 2C0OSQ - Tyy1 — T,. Note que x, nao parece ser da forma geral descrita nesta secao,

mas de fato

na __ ,—ino 1 ) 1 ) 1 1
Ty = % = 2—@,(6”)” — 2—@_(6_"")" = Q—Z_(cosa +isena)" — Q—i(cosa —isena)"

( observe que cosa +isena e cosa — isen « sao as raizes de x> — 2cosa - x + 1).

Observagao: Se (z,,) safisfaz Rec((z —1)P(z)), onde P(z) = a,z* +ap_12* 1 +- - - +aq, entdo,
se definirmos y, = apTpik + Ap—1Tnik—1 + - + ATy, teremos Y, 11 = Yo, V 0 € N, ou seja, y,
é constante. Assim, arx, r + - + aoT, € um invariante da seqiiéncia x,, o que é um fato 1til

para muitos problemas envolvendo recorréncia (veja, por exemplo, os Problemas 2 e 3 abaixo).

Vamos agora ver um problema resolvido em que se usam estimativas assintéticas de seqiiéncias

recorrentes para provar um resultado de teoria dos niimeros:

Problema 1. (Problema 69 da Revista Eureka! n°. 14) Sejam a e b inteiros positivos

tais que a™ — 1 divide b™ — 1 para todo inteiro positivo n.

Prove que existe k € N tal que b = a*.

Solucao de Zoroastro Azambuja Neto (Rio de Janeiro-RJ):

Suponha por absurdo que b nao seja uma poténcia de a.

Entdo existe & € N tal que ¥ < b < a**'. Consideremos a seqiiéncia =, = &=L ¢ N,

a™—1
Vn>1 Como == =%+ =+ =3 —, temos
j=1
= 1 b\" b "+ b\" b 1
Ty = _ e —_ —_— —_ —
‘' gjn  qn —1 a a? ak akn(an —1) ar—1
J=1



pn . (b/ak+1)n

Note que como e a"lfl tendem a 0 quando n cresce, se definimos

akn(an—1) l—a—"
b\" (b b\" = b\"
=) () (@) =2 ()
temos que
b" 1
Tpn — Yn = -

ar(an —1) ar—1
tende a 0 quando n tende a infinito. Por outro lado, como ¥, é uma soma de k progressoes

geométricas de razoes b/a’, 1 < j < k, vy, satisfaz a equacdo de recorréncia

CoYnsk + ClYnik—1+ -+ ey =0,V n > 0, onde

b b b
cox® +erdt T 4 g+ o = PR/ <x — —> (az — —2) o (x — —k)
a a a

Note que todos os ¢; sao inteiros. Note também que
COTnik + C1Tpik—1 + ++ + hTn = C0(Tntk — Yntk) + C1(Tnik—1 — Ynar—1) + -+ + cp(Tn — Yn)

tende a 0 quando n tende a infinito, pois 2,1 ; — Yn+; tende a 0 para todo j com 0 < j <k (e k
estd fixo). Como o0s ¢; e 0s z,, s30 todos inteiros, isso mostra que coZy 4 x+C1Tn k-1t +Cpxy =0

para todo n grande.

Agora, como

- b\" e 1
Tn=Ynt\ g7 ) T A n(gn —1)  an— 1’

temos
k b n+k—j
CoTntk T C1Tptk—1 + ** + CpTn = Z G\ \ grt + Zntk—j |
j=0
onde
b™ 1
Zm = —
a(k+1)m(am 1) am™ — 1
Note que
k b n+k—j b b b n
Z Ck \ ghl — i\ ) g ) o
7=0
onde

b b b
P(z) = cox® + c1a® + -+ iz + ¢ = o"FTD2 (x — —> (az — —) . (az — —> ,
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donde P (%) # 0. Por outro lado, para todo j com 0 < j < k, zn+k,j/ (ak%)" =

— (Z{fz:jj):j — (ak*jfa}")(b/ak)"’ que tende a 0 quando n tende a infinito, donde

k

n 7, . .

w, = (Z CiTnik—j /(ak—bﬂ) tende a P (ak—bﬂ) # 0, o que é um absurdo, pois, como Vi-
j=0

mos antes, w, € igual a 0 para todo n grande.

Veremos a seguir dois problemas resolvidos que envolvem seqiiéncias recorrentes, que foram

propostos na OBM e na IMO, respectivamente:

Problema 2. (Problema 5 da 13* Olimpiada Brasileira de Matematica - Nivel Sénior
- 1991) Seja Qg o quadrado de vértices Py = (1,0), P, = (1,1), P, = (0,1) e P; = (0,0). Seja
Ay o interior desse quadrado. Para cadan € N, P,.4 é o ponto médio do segento P, P, 1, @, ¢
o quadrilatero de vértices P,, P, 1, P12 e P13 e A, é o interior de (),,. Encontre a intersecao

de todos os A,,.

Solugao 1:

Pn+Pn+1
2
2Pn+3, lOgO Pn+2pn+1+2pn+2—|—2pn+3:P0+2P1+2P2—|—2P3: (3,4), paratodonGN

Temos P, 4 = . Portanto, P, 1+2P, o +2P, 3+2P,,4y = P,+2P, 1 +2P,. o+

(note que 2z* —x — 1 = (x — 1)(22% + 22% + 2z + 1)), donde, como A,, é sempre convexo,

<3 4) Py +2P 1 + 2P0+ 2P, 3

) 7 N

3 ]. 2 4 Pn+2+Pn+3
(=P, +ZP, Z(1pt2 T - n43
7(3 T3 “>+7( 2 )

sempre pertence ao interior de A, . Se mostrarmos que o didmetro (maior distancia entre 2

3 4
pontos) de A, tende a 0, teremos mostrado que a interse¢ao de todos os A4, é { (;, ?) }

Para isso, note que o didmetro de ABC'D é diam(ABC D) = max {AB, AC,AD,BC,BD, C’D},

e
P,+ P, P, P, P, P,
Pt p et iz p o L2t Tees
2 2 2
Pos+ Py 2P 3+ P, + P
Pn+7 - 9 = 4

13



Pois+ P _Pn+2pn+1+Pn+2.

Pn+8:

2 B 4
Assim,
D D Pn _Pn ]_—
PoisPoie = [Pote — Pats| = % —9 Pri1Pnys,
B p 2P,.3+P,— P, — 2P,
P, 5P, 7 = |pn+7 — Pn+5| _ +3 y +1 +2 <
1 Poi2Pors  DuPy
<3 |Pn+3 n+2| + = |P Pn+1| — +2° nt3 + +1,
2 4 2
D P PTL_Pn Pnpn
Poi5Pis = |Pris — Pays| = 2= =,
4 4
5 P . P,+ P,.1 — 2P,
Pn+6Pn+7: |P7L+7_Pn+6| = +41 -2 >~
Pn_Pn 2 Pn 1 — L{nt2 1
Sl - +|+| + - Poia| ZPPTL+2+4P7L+1P7L+2,
Pn+6Pn+8 = |Pn+8 - Pn+6| = +1 1 +2 +3 <
< 5 | Pt — Poss| + - |P Poio|==Po1Prig+ = 1 PP,
e

Poyo+ Poyr — 2P 43
4

Pn+7Pn+8 - |Pn+8 - Pn+7| - ’

|Pn 2_Pn 3| Pn 1_Pn3 1 1
< 1 * ot 1 +|:Z n+2Pn+3+ZPn+1Pn+3-

w

Portanto, diam (P, 5P, 16Pn+7Pns) < — diam(P, P11 P, 2FP,13), donde

o

3

: 3\ " k
diam (Psg Psg 1 Pskr2Pskis) < (Z) diam(PyP, P, P3) = v/2 - (Z) :

que tende a 0, o que implica o nosso resultado.

Solucao 2:

Podemos escrever P, = @y + Q1™ + Q28" + 37", onde 1, o, 3 e 7y sdo as raizes

1
de 2t — <33—21— ) = 0, ou seja, a, 3 e 7 sao raizes de 223 + 222 + 2x + 1 = 0 (pois
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(x —1)(22% + 222 + 2z + 1) = 2z* — z — 1). Temos P(z) = 22° + 22°> + 2z + 1 =

1 1
= 2(z — a)(zr — f)(x — ). Como P(0) =1, P(-1) = —1le P< — 5) =2 podemos
1
supor que —1 < a < ~3 logo By = —1/2aa < 1ef+7v = =1 —a € (—1,0), donde

2 1
(B+7)?2—48y=1+2a+a’+—=<0poisa<0=a+—<-2e|a] <1=a®<1. Assim,
a a
(8 —7)* <0, donde 3 e 7 sdao complexos conjugados, e |3| = |y| = v/By < 1. Portanto, P,

tende a Qg quando n cresce, e logo a intersecao de todos os A,, deve ser () .

Para calcular @)y, observe que:

(Q0+Q1+Q2+Q3:Po
Qo+ Qra+ Q28+ Q3y = Py
Qo + Q1% + Q20% + Q37> = P

\Q1 + Q1% + Q23 + Q37* = P3

= 7Qo + Q1(1 + 2a + 2% + 20%) + Q2(1 + 26 + 26% + 26°) + Qs5(1 + 27 + 2% + 2+°)

= Py + 2P, + 2P, + 2P; = TQo = Py + 2P, + 2P, + 2P; (pois «, e 7y s@o raizes de

Py + 2P, +2P, + 2P 4
28 4+ 207 4+ 20+ 1) = Qg = =2 :@?)

Problema 3. (Problema 3 da 41° Olimpiada Internacional de Matematica, realizada
em 2000, na Coréia do Sul) Seja n > 2 um inteiro. Existem n pulgas numa reta horizontal,
nem todas no mesmo ponto. Para um dado numero real positivo A, define-se um salto da

seguinte maneira:

e Escolhem-se duas pulgas quaisquer nos pontos A e B, com o ponto A a esquerda do ponto

B;

e A pulga que estd em A salta até o ponto C' da reta, a direita de B, tal que Jj—g =\

Determine todos os valores de A para os quais, dado qualquer ponto M na reta e quaisquer
posicoes iniciais das n pulgas, existe uma sucessao finita de saltos que levam todas as pulgas

para pontos a direita de M.
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Solucgao:

A resposta é: para ¢ > (nil)'

Devemos demonstrar duas coisas:

a) que, para ¢ > (nl existe uma seqiiéncia infinita de movimentos que vai levando as

Tl)a

pulgas cada vez mais para a direita, ultrapassando qualquer ponto prefixado M;

b) que, para £ < (n—il) e para qualquer posicao inicial das pulgas, existe um ponto M tal que

as pulgas em um numero finito de movimentos jamais alcancam ou ultrapassam M.

Comegaremos pelo item b). Sejam xi, zo, ..., x, as posigdes iniciais das pulgas, com x; <

Ty < --- < x,, de tal forma que x,, é a posicao da pulga mais a direita. Seja

1
P‘Gi@tiaw%—ﬂm—ﬂm—w—ﬂ%ﬂ'

O ponto P claramente esta a direita de todas as pulgas.

Afirmamos que, se apds alguns movimentos as novas posigoes sao zi, ..., x, e definimos

1
P (o) et = et gl ),

entdao P’ < P, o que conclui a demonstracao, pois isso mostra que as pulgas nunca passarao do

ponto P.

Para provar esta afirmagcao, basta considerar o que ocorre apés um movimento.

Se a pulga que estava em x; pula sobre a pulga que estava em z,, entao x!, —x,, = £-(z,, — x;)
ex, —l-x,=x,— V- -x;e PP=P.

Vamos ver que qualquer outro caso é ainda mais favoravel. Suponhamos que a pulga que
estava em z; pula sobre a pulga que estava em z;. Se a pulga que pulou continua atras de z,,

temos z, =z, ex) + -+, 1 >x1+ -+ 2,1, donde P’ < P. Se ela passa de z,, teremos

I
n =

P < P.

T z; +Ll(z; —x;) =z, — bz, < 2], — lx; = xj — lx; < x,, — Lz;, donde novamente temos
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Vamos agora ao item a): Seja P = z, — {(x; + z3 + -+ + x,_1) se, em cada movimento,

a pulga mais & esquerda pula sobre a pulga mais a direita, temos =z, = z, + l(x, — z1) =

x,, — lx, = x, — lx;. Assim, se as novas posicoes sao )| = xa,...,x

!/

— ! /
i =x,ex,e P =

o — () +xh+ -+ a,_,), temos P’ = P, donde P é uma constante. Podemos supor sem

n

perda de generalidade que P é positivo (escolhendo a origem, por exemplo, em —=; note

Tit A Tn1

que entao teremos sempre
n—1

> (). Temos entao

n

-1
1 1
> (@n = 25) = @0 = ——= (21 + -+ Tn1) 2 80— U214+ T0a) = P =

n—lJ:1
1 n—1 p
xn—xlij:zl(l’n—l‘j)Zpix;—xn:axn—xl)zm,

donde o ponto mais a direita caminha pelo menos % para a direita a cada passo, logo tende
a infinito. Como o ponto mais a direita apds n — 1 passos serd o ponto mais a esquerda, todos

os pontos tendem a infinito (para a direita).

Nota: Na estratégia descrita na solugao do item a), o ponto mais & esquerda se torna sempre

o mais a direita, donde podemos definir z,,+1 = z}, = x,, + £(x, — 1), e teriamos simplesmente

T = xj11, Vj. Reduzimos entdo a andlise dessa estratégia ao estudo da recorréncia linear
Tpni1 = (1 + )z, — fz1, cujo polindmio caracteristico é P(z) = z"™ — (1 + £)z" + ¢, do
qual 1 é raiz, donde, como % =" —f(z" '+ 2" 2+ -+ 2+ 1), a expressido y,, =

T — U(Tp—1 4+ T+ + Tm—ns1 + Tm_n) € um invariante da recorréncia, isto €, Y,11 = Ym

V'm, donde y,, é constante. Dai vem nossa férmula para P.

Concluimos com o problema a seguir, que é uma interessante aplicacao de seqiiéncias recor-

rentes a trigonometria.

Problema 4. Prove que os angulos agudos de um triangulo retangulo de lados 3, 4 e 5

sdo irracionais quando expressos em graus (i.e., sdo multiplos irracionais de 7).

17



Solucgao:

_ @+)n—(2-9)"

5 . Temos xg = 0, z1 =1 e, como 2417 e 2 — ¢ sao

Considere a seqiiéncia x,,
raizes da equacao x? —4x + 5 = 0, (x,,) satisfaz a recorréncia x,9 = 42,41 — bx,. Dal segue
que x,.2 € congruente a —x,; médulo 5 para todo n > 1, donde z,, é congruente a (—1)’"“rl
para todo n > 1, e logo x, nao é multiplo de 5 para nenhum n > 1. Em particular, z,, # 0,
para todo n > 1. Assim, 1 # % = (3£)" = (2 + 29)", para todo n > 1. Se 0 = cos*(3/5),
% + %z’ = ¢ donde (% + %i)” = ™M £ 1, para todo n > 1, o que implica que /7 é irracional

(de fato, se /7 = p/q, terfamos €% = 2™ = 1),

Nota: Para uma versao mais geral deste problema, veja o Problema 88 proposto na Eureka! 17,
p. 60 por Carlos Gustavo Moreira e José Paulo Carneiro, e a solucao de seus autores publicada

na Eureka! 20, pp. 52-53.
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