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Nesta aula discutiremos quatro problemas de probabilidade:

Problema 1. (Amigo Secreto) Na brincadeira do amigo secreto com N pessoas, cada uma
escreve seu nome em um pedaco de papel e o deposita em um recipiente. Em seguida, cada
pessoa, ao acaso, pega um dos pedagos de papel. Qual é a probabilidade de ninguém pegar seu
proprio nome?

Problema 2. (Escolha Otima) Voceé tem a tarefa de contratar uma pessoa para uma vaga
de emprego, para a qual ha N candidatos. Vocé nao conhece os candidatos, mas sabe que
seria possivel ranquea-los do melhor para o pior se todos fossem entrevistados. Os candidatos
aparecem para serem entrevistados sequencialmente, em uma ordem aleatoria. Depois de cada
entrevista, vocé deve decidir entre as opdes (A) ou (B):

(A) Rejeitar o candidato definitivamente, e entrevistar o préximo.
(B) Contratar o candidato, sem entrevistar mais ninguém.

O problema consiste em obter uma estratégia que maximize a probabilidade de que o melhor
candidato seja contratado.

Problema 3. (Agulha de Buffon) Suponha que temos um piso formado por tabuas paralelas,
todas de mesma largura e que jogamos uma agulha sobre o piso. Qual é a probabilidade de que
essa agulha cruze uma das linhas entre as duas tabuas?

Problema 4. (Polinomio Aleatério) Seja p(z) = Xo+ X1z + Xo2? + - - - + X,,2™ um polinémio
aleatorio de grau n, onde Xy, X1, ... X, sao varidveis aleatorias independentes com distribuicao
normal padrao. Seja N,, o nimero de raizes reais desse polinomio, e seja E(N,,) o valor esperado
de N,. O problema consiste em obter uma expressao para E(N,,).

Surpreendentemente, os Problemas 1 e 2 se relacionam com numero de Euler, e ~ 2,718
(mais especificamente, com o nimero 1/e ~ 36,79%). Além disso os Problemas 3 e 4 se
relacionam entre si e com o nimero 7.



O numero ¢

O ndmero e é uma constante matematica aproximadamente igual a 2,71828 que pode ser ca-
racterizada de varias maneiras. A expressao (1 + %)n surge naturalmente no célculo de alguns
juros compostos. Por exemplo, um valor que sofre dois aumentos consecutivos de 50% é mul-
tiplicado por (1 + 3)? = 2,25, de modo que o aumento total é de 125%. Um valor que sofre 10
aumentos consecutivos de 10% ¢ multiplicado por (1 + :5)'° &~ 2,59.
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O problema do amigo secreto

Voltemos ao Problema 1. Na brincadeira do amigo secreto, quando alguém sorteia o proprio
nome, dizemos que o sorteio nao deu certo e é preciso refazer o sorteio. Queremos calcular a
probabilidade de que ninguém sorteie o préprio nome, isto é, a probabilidade de que o sorteio
funcione. A resposta exata depende de N, o nimero de participantes.

Vamos pensar (sem fazer contas) em uma pergunta relacionada para testar a nossa intuicao.
Como funcao de N, o que serd que acontece com essa probabilidade quando N cresce? A
probabilidade aumenta? Diminui? Ou tem um comportamento nao mondtono? Por exemplo,
serd mais facil ninguém pegar o préprio nome quando a brincadeira é feita com um grupo de
20 amigos ou quando a fazemos com todos toda a populacdo mundial (cerca de 8 bilhoes)?
A resposta nao é ébvia. Na segunda situacao, se olharmos para uma pessoa especifica, a
probabilidade de que ela sorteie o préprio nome é extremamente baixa. Por outro lado, como
ha muitas pessoas na brincadeira e cada uma tem um pouco de chance de sortear o préprio
nome, entao pode ser que de alguma maneira essas pequenas probabilidades se unam de modo
que a chance de que pelo menos uma sorteie o proprio nome nao seja tao baixa. Mostraremos
na aula que nas duas situagoes (N = 20 ou N = 8- 10°) a probabilidade do sorteio funcionar ¢
praticamente a mesma.

Mais precisamente, mostraremos que se a brincadeira é feita com N pessoas, a probabilidade
de que ninguém sorteie o préprio nome ¢é dada por
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Essa é a série de 1/e truncada. Quando N cresce esse nimero converge para 1/e ~ 36,79%.
Essa convergéncia é muito rapida, para N = 5 a probabilidade ja estd na casa dos 36%.



O problema da escolha 6tima

No Problema 2 assume-se que todas as permutacgoes possiveis dos N candidatos sao equi-
provaveis e portanto o melhor candidato pode estar em qualquer posicao com igual probabili-
dade. Vamos dizer que obtemos sucesso se selecionarmos o melhor candidato.

Um exemplo de estratégia (que ndo é boa) seria simplesmente selecionar o primeiro candi-
dato entrevistado. Nesse caso a probabilidade de sucesso é 1/N, que é muito pequena se N é
grande. Sera que existe alguma estratégia tal que a probabilidade de sucesso nao tende a zero
quando N cresce?

Uma ideia um pouco melhor que a anterior seria rejeitar, digamos, a primeira metade dos
candidatos e a partir dai selecionar o primeiro candidato que for melhor que todos os anteriores,
caso esse candidato exista (caso contrario, fracassamos). Uma condicao suficiente para o sucesso
seguindo essa estratégia é que o melhor candidato esteja na segunda metade e o segundo melhor
esteja na primeira metade da fila dos candidatos. Assim vemos que a probabilidade de sucesso
seguindo essa estratégia ¢ maior que 25%.

A estratégia acima parece boa, mas rejeitar os primeiros N/2 candidatos foi uma escolha
arbitréria. E possivel mostrar que a estratégia 6tima é da seguinte forma: rejeitar os primeiros n
candidatos e, a partir daif selecionar o primeiro candidato que for melhor que todos os anteriores.
Na aula vamos obter uma expressao explicita em funcao de n e N para a probabilidade de
sucesso seguindo essa estratégia e mostraremos que essa probabilidade é a maior possivel quando
n ~ N/e, isto é, aproximadamente 36,78% dos candidatos. Mais precisamente, mostraremos

que o n 6timo é tal que
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Além disso, seguindo essa estratégia a probabilidade de sucesso é superior a 1/e &~ 36,78% e
converge para 1/e quando N cresce.
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A agulha de Buffon

O Problema 3 foi proposto e resolvido no século XVIII pelo Francés Georges-Louis Leclerc,
conhecido como conde de Buffon. Conforme veremos na aula, sendo d o espacamento entre
as tabuas e ¢ o comprimento da agulha, ¢ < d, a probabilidade de que ocorra um cruzamento

¢ dada por p = — Dessa forma, em principio, poderiamos obter uma aproximacao para m

repetindo esse experimento muitas vezes e observando a proporgao dos casos em que ocorre
cruzamento (isso € a esséncia do moderno Método de Monte Carlo). Discutiremos um pouco da
historia desse “método” para calcular 7w. Histéria essa que elenca aproximacoes supostamente
obtidas com esse experimento fisico, que sao suspeitas por serem “boas demais”.

Na aula apresentaremos duas demonstragoes do resultado de Buffon: 1) a prova classica,
que envolve um pouco de trigonometria bésica e o célculo de uma integral. 2) a prova elegante,
de Barbier (1860), a qual consegue simplificar o problema jogando “agulhas tortas”.

Surpreendentemente a ideia da prova de Barbier pode ser usada no Problema 4, para obter
uma representacao simples para E(N,,) em termos de uma integral.

Raizes reais de polinomios aleatoérios

Existe uma vasta literatura relacionada ao Problema 4. Um dos primeiros resultados neste
contexto foi obtido por Bloch & Pdélya (1936), que estudaram o caso em que os coeficientes Xy,
sao independentes e uniformemente distribuidos em {—1,0,1} e obtiveram que E(N,,) < /n,
onde a notagao f(n) < g(n) significa que existe uma constante C' tal que f(n) < Cg(n) para
todo n. Essa cota nao é 6tima. Em uma série de artigos iniciada em 1938, Litlewood e Offord
provaram para varias distribuigdes (tais como, uniforme em {—1,1}, Gaussiana centrada e
uniforme em [—1,1]) que N, < log?(n), com alta probabilidade, isto é, com probabilidade
tendendo a 1 quando n — oo. Em 1943, Kac obteve uma férmula exata para E(V,), no caso
em que os coeficientes X}, sao Gaussianas, e com isso obteve a estimativa E(N,) ~ 2log(n),
onde a notagao f(n) ~ g(n) significa que lim,, % =1.

Resultados andlogos para outras distribuigoes se tornaram um grande desafio. Por exemplo,
em 1956, Erdos e Offord estenderam o resultado de Kac para o caso em que os coeficientes X,
sao uniformes em {—1,1}.

Em 1995, Edelman & Kostlan abordaram o problema de um ponto de vista geométrico.
Eles observaram, no caso Gaussiano, que o numero de raizes reais do polinomio p(¢) pode ser
interpretado como o nimero de intersegoes de uma certa curva {7(t)}_oo< 1o Contida na esfera
unitdria S™ C R*"! com um equador aleatério dessa esfera. Dessa forma, o problema passa a
ser o calculo do valor esperado do nimero de intersecoes. Isso é uma versao do problema de
Buffon na esfera de dimensao n. Podemos usar a mesma estratégia de Barbier para concluir
que esse valor esperado é proporcional ao comprimento da curva v e também obter a constante
de proporcionalidade, que é 1/7. Assim é possivel obter uma férmula exata para o nimero
esperado de raizes reais:

B =~ [ Il
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Em nossa aula nao estaremos interessados nos resultados assintéticos decorrentes dessa repre-
sentacao, mas mostraremos os detalhes de como ela pode ser obtida, e como o mesmo argumento
pode ser utilizado em outras classes de fungoes aleatdrias, como é o caso da série de Dirichlet
aleatdria.
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