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1 Introducao

Quadrilateros ciclicos (ou inscritiveis) sdo uma ferramenta extremamente
importante em geometria de olimpiadas e te acompanharao pelo resto da sua
carreira olimpica! Embora os problemas mais dificeis ndo sejam imediatos ao
encontrar um quadrilatero ciclico, é frequentemente um passo intermediario im-
portante. E para mostrar que um quadrilatero é inscritivel, é importante saber
como funcionam angulos na circunferéncia.

Caso vocé tenha alguma duvida na teoria ou nos problemas do material, pode
entrar em contato comigo pelo meu e-mail: morgado.gabriella.s@gmail.com!

2 Angulos na circunferéncia

Ao longo desta se¢ao, O serd o centro de nossa circunferéncia w.

(Angulo central.) Sejam A, B e X pontos em w, com ZAOX 4+ ZBOX >
180°. Definimos o angulo relativo ao arco menor AB como AB = ZAOB. E
para o arco maior AXB, AXB = 360° — ZAOB.

(Angulo inscrito.) Seja X um ponto em w tal que X estd no arco maior

de AB. Entao, ZAXB = # = @. E, se X estd no arco menor ;1_1\3,

JAXB = 180° — LAOB _ 5600 AB _ AXB

Em particular, sendo X e Y pontog ambos no arco maior ou ambos no
arco menor relativos a A e B em w, ZAXB = ZAY B. E como se “olhassem”
para o mesmo arco. E, caso estejam um no arco maior e outro no arco menor,
/AXB+ ZAY B = 180°.

(Triangulo retangulo na circunferéncia.)

Seja AABC um triangulo inscrito em w. AABC é retangulo em A se, e
somente se, O é ponto médio de BC.

(Angulo semi-inscrito ou angulo de segmento.) Sejam AABC um
tridngulo inscrito na circunferéncia w e P um ponto exterior tal que B e P
estdo em semiplanos distintos quanto & reta 28 Entao, le?’ ¢ tangente a w em
P se, e sése, LPAC = LABC.

Veja que, em particular, dado um ponto A em w, j@ ¢é tangente a w em P
se, e s6 se, ZOAP = 90°.



(Teorema do bico.) Seja P exterior a w tal que m e ﬁ sao tangentes
awem A e B, respectivamente. Entdo, PA = PB.

(Angulo excéntrico interno.) Seja ABC'D um quadrildtero inscrito em
w com os pontos nessa ordem, sendo P o encontro de suas diagonais AC e
BD. Entdo, ZAPB = ZCPD = %. Neste caso, AB e CD sio aqueles
“olhados” pelo angulo ZAPB = ZCPD, nao necessariamente sendo os arcos
menores.

(Angulo excéntrico externo.) Seja ABCD um quadrildtero inscrito em

w com os pontos nessa ordem, sendo ) o encontro de seus lados jﬁ e BC,
sendo AB > CD. Entdo, ZAQB = /0QD = AB=CD  Neste caso, ABeCD
sao aqueles “olhados” pelo angulo ZAQB = ZCQD, nao necessariamente sendo
0S arcos menores.

3 Quadrilateros ciclicos

Dado um quadrildtero convexo ABCD, com intersecdo das diagonais P,
intersecao @ dos lados AD e % Sao equivalentes:
(i) ABCD é ciclico;
(ii) existe um ponto O tal que OA = OB = OC = OD;
(iii) LZABC + ZCDA = 180°;
(iv) LZCAD = ZCBD;
(v) PA-PC =PB-PD;
(vi) QA-QD = QB - QC;
(vii) ABCD satisfaz AB-CD+ BC-DA = AC - BD (condigao de igualdade
da desigualdade de Ptolomeu).

4 Problemas

1. Mostre que um trapézio é ciclico se, e somente se, é isésceles.

2. Sejam D, FE e F os pés das alturas relativas a A, B e C, respectivamente,
num tridngulo AABC, e seja H o ortocentro de AABC. Prove que AFHF,
BFHD,CDHE, BEFC, CFDA e ADEB sao ciclicos.

3. Seja AABC um triangulo e sejam H,, Hg e Ho as reflexoes de seu
ortocentro H pelas retas , C'A e AB respectivamente. Mostre que Ha, Hp
e H¢ estdo na circunferéncia (ABC). Sejam ainda A’, B’ e C' as reflexoes de
O sobre os pontos médios de BC, CA e AB respectivamente. Mostre ainda que
A’, B' e C' séo as antipodas de A, B e C em (ABC).

4. Seja AABC um triangulo acutangulo de incentro I. Seja ainda M a
intersegao de Al e (ABC), com M # A. Mostre que M é o ponto médio do
arco menor ]/SZ‘, ou seja, mostre que MB = MC. Mostre ainda que MB =
MC = MI, ou seja, M é o circuncentro de ABIC.

5. (Banco de Questées OBMEP) As circunferéncias C) e Cs sao tan-
gentes & reta [ em A e B, respectivamente, e entre si em C. Prove que AABC



é retangulo.

6. (Banco de Questées OBMEP) Na figura, a reta ¢ é paralela ao
segmento E'F' e tangente & circunferéncia. Se AE = 12, AF =10 e F'C = 14,
determine a medida do comprimento de EB.

7. Prove que, se duas circunferéncias wy e wy de centros Oy e Os, respecti-
vamente, sao tangentes em 7', entao O1, O3 e T sao colineares.

8. (Banco de Questoes OBMEP) Um semicirculo de didmetro EF
situado no lado BC do triangulo AABC é tangente aos lados AB e AC em Q
e P, respectivamente. As retas e se encontram em H. Mostre que AH
¢ altura do triangulo.

9. (POTI) Seja M um ponto no interior do quadrildtero convexo ABC'D
tal que ABM D é paralelogramo. Prove que, se ZCBM = ZCDM, entao
LACD = /BCM.

10. (Banco de Questéoes OBMEP) Uma circunferéncia de raio r estd
inscrita em um setor circular de raio R. O comprimento da corda AB ¢ igual a
2a. Prove que 2 = £ 4+ 1.
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11. (OBM) Seja AABC um tridangulo acutangulo e D um ponto qualquer
sobre o lado BC. Sejam FE o simétrico de D em relagdo a AC e F o simétrico



de D em relacao a AB. DFE intersecta a reta AB em G e DF intersecta a reta
AC em H. Demonstre que A, E, F, G, H sao conciclicos.

12. Prove que (ADE), (ACB), (FCD) e (FBE) possuem um ponto comum
de intersecdo, sendo BCDE um quadrilitero convexo, com A intersecdo das
retas e e I interse¢ao das retas e




