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INTRODUCAO

A técnica de resolver uma soma telescopica quase sempre consiste em “fazer aparecer” subtragdes e a
técnica de resolver um produto telescOpico quase sempre consiste em “fazer aparecer” divisoes.
Quando fazemos essas “magicas”, tudo se reduz a poucos termos. Nas provas de olimpiadas mais
atuais, ndo espere que o problema seja simplesmente uma soma ou produto telescopico, mas sim, que
isso seja um passo da solugao.

Exemplo 1 (Soma Telescopica). Encontre o valor da soma:

L
1-2 2-3 3-4 999 - 1000°

S =

Solu¢ao. Veja que:
1 1 1
nn+1) n n+1

Usando isso, podemos reduzir S da seguinte forma:

S—(l 1>+(1 1>+(1 1)+ +<1 1 )_1 1
\1 2 2 3 3 4 999 1000/ 1000

Note que a segunda fracao de cada paréntesis cancela com a primeira do proximo paréntesis.

Vale observar que muitas vezes serd bem conveniente usar a notagdo de somatorio. Neste problema,
poderiamos proceder da seguinte forma:
999 999

1 1 1 1
Y
i(i+1) <« i i+1 1000

i=1 i=1

Note a “rapidez” da ultima igualdade.

Exemplo 2 (Soma Telescépica). Encontre o valor de:

L S
1-4 4-7"7-10 997 - 1000’

Soluc¢do. A diferenca em relagdo ao problema anterior ¢ pouca. Teremos que usar agora o seguinte

1 _1(1 1 )
nn+k) k\n n+k/

Termine as contas.



Exemplo 3 (Soma Telescopica). Se F(n + 1) = 22+

determine o valor de F(101).

para n=1, 2, ..., ¢ F(1) = 2, entdo

Solu¢do. F(n+1) =

€SCrever:

ZF(Z)H =>Fn+1)—FMn) = % Com essa ultima expressdo, podemos

F(101) — F(100) =

1
2
1
F(100) — F(99) =5

F(3) - F(2) =

= N =

F(2)—FQ) = >

Se somarmos todos os termos do lado esquerdo, sobra apenas F(101) — F(1) e do lado direito,
teremos 100 - % = 50. Como F(1) = 2, temos F(101) = 52.

Como todos os termos intermediarios foram cancelados, podemos chamar essa soma de telescopica.
Perceba também que a sequéncia dos valores de F (i), com i = 1, é uma progressio aritmética.

Exemplo 4 (Produto Telescopico). Calcule o valor do produto

6 9 12 3n+3 303

36 9 ™ 3n 300

Solu¢do. O numerador de todas as fragdes cancela com o denominador da fragdo seguinte

6 N 3n+k3 303
3R T T T e

de forma que sobra % = 101.

Exemplo 5 (Produto Telescépico). Defina uma sequéncia de numeros reais a4, a,, as, ... pora; = 1
eas,; =99a3, vn > 1. Determine o valor de a; .

Solucao. Facamos
aioo = 99a5,

3 _ 3
59 = 99asg

as = 99a3

Multiplicando todas essas equagdes e fazendo os devidos cancelamentos, temos a3y, = 99%%a3 =
a100 = 9933.



PROBLEMAS FACEIS

1. Calcule
3————— - — ——— —
2 6 12 20 30 42 56
2. Calcule
1+ 1 N 1 N 1 N 1 N 1
3 15 35 63 99 143
3. Ache a soma
1 1 1 1 1

10 20 88 152 T 238

1 r 14 . .
4. Prove que S = = ¢ um numero inteiro.

1 1
iz T aei Tt e

5. Considere uma sequéncia u,, definida por u; = 5 e a relagao
Upsp — U, =3+4(n—-1),n=1,2,3,..
Se u,, € expresso como um polindmio em n, determine a soma algébrica de seus coeficientes.

6. Calcule a soma

n

1
Z(k+1)x/§+kx/k+1'

k=1

PROBLEMAS MEDIOS
1. Calcule

(4x7+2)(6X9+2)(8X11+2) .- (100 x 103 + 2)
(5Xx8+2)(7Xx10+2)(9X12+2) .- (99 X 102 + 2)’

2. Calcule
(1+1+ + ! )(1+1+ + 1) <1+1+1+ + ! )<1+1+ + 1)
3 4 2009 2 2008 3 4 2009/\2 ' 3 2008/
3 (OMRN, 2020, N2). Se
1 N 1 . 1 ~m
142 14243 1424420 n’

onde m e n sdo inteiros positivos primos entre si, isto ¢, mdc(m,n) = 1, determine o valor de m +
n.
3241 5241 7%+1 992+1

4. Calcule 3 ; + P + ) + -+ 5971




5. Simplifique

2 3 4

1_1-(1+2)_(1+2)(1+2+3)_(1+2+3)(1+2+3+4)_"'
100

(1 +--+99)(1+ -+ 100)

parauma fragao propria na forma mais reduzida e ache a diferenga entre seu denominador e numerador.
6 (OBM, 2014, N3, Fase 2, P3/5 Parte A). A sequéncia a,, a,, as, ... satisfaz a; =1 e a, =
Va%_; +n. Qual é o inteiro mais proximo de a,gq4?

7 (Singapura, 2011). Ache o valor da seguinte expressao

1 1 1 1 1
T+ 11200 " T4 11-2000 * 13 112007 * T T qqzees T qqzen

8. Simplifique a soma:

12+24+36+48++ 12n
12.32 32.52 52.72  72.092 2n—1)2(2n + 1)?

9 (Cone Sul TST, 2007, P1). Considere a sequéncia

1\2 1\2
a, = 1+<1+;) + 1+<1—;> , n=1.

Prove que
1 1 1
ai @ ay
¢ um inteiro.
PROBLEMAS DIFiCEIS
1. Calcule
1 1 1

1x2x3 2x3x4 " " t100x101x 102
2. Ache a soma

1 N 2 N 3 - 50
1+12+1* 1+2242% 1+32+34 14502 + 50

3. Simplifique a expressao

12 22 92
+ ot
12—-10+50 22—20+50 92 — 90 + 50




4 (Olymon 2000, University of Toronto). Seja

5_12+22+32+ N 5002
1.3 3-5 5-7 999 -1001

Ache o valor de S.

5 (OBM, 2020, N3, P1/6). Prove que existem inteiros positivos a,, a,, ..., Azgz¢ tais que
L
a, 2a, 3as 2020a5050

6 (Singapura Jr., 2011, Fase 1/2). Calcule a seguinte soma:

1 N 2 N 3 N 4 P 10
2 4 8 16 210°
a) 208 b) 200 C) 27 d) 209 e) Nenhuma das alternativas anteriores.
256 256 256 256



